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Vorwort

Das vorliegende Skript fand seinen Ursprung in einem Skript von Felix Spanier, meinem
Vorgénger als Dozent dieser Vorlesung. Die Kapitel iiber Vektoranalysis beinhalten Ideen
aus dem Skript von Professor Ian Lawrie (University of Leeds, Maths for physics 3).

Als weitere niitzliche Quellen mochte ich folgende Biicher vorschlagen:

e Fischer, Kaul, Mathematik fiir Physiker, Band 1, Vieweg-Teubner Verlag.

Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, Wiley & Sons.

Teubner-Taschenbuch der Mathematik, Teil 1.

Marsden, Tromba, Vektoranalysis, Spektrum Verlag.

Boyce, DiPrima, Gewdhnliche Differentialgleichungen, Spektrum Verlag.
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1 Matrizen

Ein rechteckiges Schema von m - n Objekten a;; in der Form

ail a2 4ais ... QA1n
A= any a9 (1'1)
Aml Am2 .. ... Qmn

heifit Matrix oder auch m x n Matrix mit den Matrixelementen a;;.

Notation: A oder A;; fiir gesamte Matrix, (A);; oder a;; fiir Element 7, j.

e Der erste Index (i) nummeriert die Zeilen,
der zweite Index (j) nummeriert die Spalten.

e Die Elemente der Matrix konnen z. B. Zahlen oder Funktionen sein.

Nullmatrix: a;; = 0 fiir alle ¢, j.

Quadratische Matrix: m = n.

Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) kénnen als Matrizen mit n =1 (m = 1)
betrachtet werden.

e Diagonalmatrix: a;; = 0 fiir 7 # j. Eine héufige Schreibweise ist
aj 0 N 0
0 as ... 0 di ( ) (1 2)
= diag(ai,as,...,a, )
0 O IR
0 0 ... apn
¢ Einheitsmatrix: a;; = J;;. Beispiel:
1 00
Es=10 1 0| =F (1.3)
0 0 1

o Gilt a;; = aj; fiir alle Elemente einer quadratischen Matrix, spricht man von einer
symmetrischen Matrix.



Beispiel

[

Die folgende Matrix ist symmetrisch:

=~ N
w o N
O W

Die transponierte Matrix A7 zu einer m x n Matrix A ist gegeben durch

(AT)ij = (A)ji = aji (1.4)
bzw.
(05 Am1
A= (1.5)
(AT Amn

und ist eine n x m Matrix. Sie entsteht aus A durch Vertauschen von Zeilen und Spalten.

Beispiel

(1)

— b
B~ o
\—/

e Fiir eine symmetrische Matrix gilt A7 = A.

e Existiert eine Matrix A~! mit der Eigenschaft A™'A = AA~! = E, dann heifit
A~! die inverse Matrix von A.

Weitere Begriffe:
e Adjungierte Matrix: At = m (transponiert und komplex konjugiert)
e Hermitesche oder selbstadjungierte Matrix: A = Af.
e Unitiire Matrix: AA" = ATA = E. Somit gilt: A= = AT,

e Orthogonale Matrix: AAT = AT A = F (fiir reelle Matrizen). Somit gilt: A=! = AT,



Kapitel 1. Matrizen

1.1 Rechenregeln fiir Matrizen

1.1.1 Addition und Subtraktion von Matrizen

Die Addition und Subtraktion zweier Matrizen werden elementweise definiert:

(A + B)U = Qg5 + bz’j (16)

e Addition und Subtraktion werden auf die normale Addition und Subtraktion von
reellen oder komplexen Zahlen zuriickgefiihrt.

e Falls A und B nicht die gleiche Anzahl an Spalten und Zeilen haben, sind Summe
und Differenz nicht definiert.

Fiir die Multiplikation mit einem Skalar gilt:

(1 73)=(2 )

Fiir allgemeine Linearkombinationen gilt:

(OéA =+ ﬁB)U = Qa; -+ Bbij (18)
e Aufgrund der elementweisen Definition gelten fiir reelle oder komplexe Zahlen
aij, b;j das Assoziativgesetz
(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C (1.9)
und das Kommutativgesetz

A+B=B+A. (1.10)



1.1. Rechenregeln fiir Matrizen

1.1.2 Multiplikation von Matrizen

Im Unterschied zur Addition und Subtraktion stellt die elementweise Multiplikation von
Matrizen, also c¢;; = a;;b;j, keine niitzliche Operation dar.

Stattdessen definieren wir die Multiplikation zweier Matrizen als

=1

Daraus ist ersichtlich, dass die Anzahl der Spalten von A (hier m) gleich der Anzahl der
Zeilen von B sein muss. Wenn A eine n x m Matrix ist, und B eine m x p Matrix, dann
hat C' die Dimension n x p. (Dies ist auch daran erkennbar, dass iiber m summiert wird.)

Fiir die Berechnung eines Produktes ist es hilfreich sich klarzumachen, dass c;; formal
durch das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B gegeben ist:!

Cij _|an G2 ... Gim baj (1.12)
b
m bgj
Cij = Zail blj = ( a1 QA2 ... Qim ) : (113)
I=1 :
b

Offensichtlich ist die Multiplikation von Matrizen im Allgemeinen nicht kommutativ.

'Das Skalarprodukt der reellen Vektoren @, b ist definiert als @- b= a’b = > aiby



Kapitel 1. Matrizen

1.2 Die Determinante einer Matrix

Einer quadratischen Matrix A ldsst sich eine Determinante, bezeichnet als |A| oder
det(A) zuordnen. Die Betragsstriche bedeuten nicht, dass die Determinante eine positive
Zahl sein muss. Die Determinante erlaubt z. B. Aussagen {iber die lineare Unabhéngig-
keit von Vektoren und iiber die Losbarkeit von Gleichungssystemen: wenn |A| # 0, dann
ist das lineare Gleichungsssystem A¥ = b universell und eindeutig losbar.

1 x 1 Matrizen

detA = ’all} = a1l (114)
2 x 2 Matrizen
det A = | 20— 4 ag — aroan (1.15)
az1 Qo2
n x n Matrizen
aiy ... QA1p
det A= : Cl=anlAn — el Fam A,
anl .- - QApn

n

= Z(—1)1+ja1j Alj (116)

J=1

Die Grofien A;; sind die Unterdeterminanten von A,

ail ce al(j_l) al(j+1) ce Aln
Ay = |20 e AN GEDEH) e G-Dn (1.17)
G+ - QG (G- AGEFD) G - GG41)n
an1 e an(j—l) (In(j+1) e Ann

und entsprechen der Determinante der Matrix welche sich durch Streichen der Zeile i
und Spalte j in A ergibt. Somit kann die Berechnung der Determinante fiir eine n x n
Matrix schrittweise auf die Berechnung von 1 x 1 Determinanten reduziert werden.

3 5 3 5
A—<2 3) = det(A)—‘2 ’



1.2. Die Determinante einer Matrix

3 1 -2

4 2 o|=3] 204 0 +(-2) 12
-2 5 -1 5 -1 -2

-1 -2 5 . ,
Agg Agz Aqs

=3-12-5-0-(-2)]—1-4-5—=0-(-1)]—-2-[4-(-2)—2-(-1)] =22

Laplacescher Entwicklungssatz

Gleichung (1.16) ist ein Spezialfall des Laplaceschen Entwicklungssatzes. Dieser Satz
besagt, dass

‘A| = Z(—l)i+j Qi Aij (118)
j=1

= (=1 aj Ay (1.19)
Jj=1

Die erste Zeile entspricht der Entwicklung nach Zeile i der Matrix A [fiir ¢ = 1 erhalten
wir genau Gl. (1.16)], die zweite Zeile der Entwicklung nach Spalte k. Jede Wahl von i
oder k liefert dasselbe Resultat fiir |A.

1.2.1 Eigenschaften von Determinanten

e Eine Determinante |A| ist homogen in Bezug auf die Elemente einer Spalte oder
Zeile. D.h. multipliziert man eine Zeile oder Spalte mit einer Zahl A, so gilt

ai;p ... QA1p ail ... QA1n
A1 .. A [ =Aag oo i | = AA] (1.20)
[07°% B Ann an1 ... Ann

Werden alle n Zeilen mit der Zahl A multipliziert, ergibt sich

IAA| = \|A] (1.21)



Kapitel 1. Matrizen

e Die Vertauschung zweier Spalten oder Zeilen andert das Vorzeichen:

aiy ... QAip asr ... a92n,
asr ... aon, ail ... A1n

== , (1.22)
anl Qnn anl Gnn

o [AT] = 4]

e Eine Determinante éndert sich nicht, wenn zu einer Zeile oder Spalte das Vielfache
einer anderen Zeile oder Spalte hinzu addiert wird:

a1 ... Qin a1 + A a1 ... aip + Aagn
a;1 e Ain | = a;1 e in (123)
apl ... QApn [07°% ] c. Apn

Diese Eigenschaft ist wichtig beim Losen von Gleichungssystemen.

Sind zwei Zeilen oder Spalten nicht linear unabhéngig (z. B. Vielfache voneinander),
dann gilt |A] = 0.

det AB = det Adet B

detE =1

e Das Kreuzprodukt zweier Vektoren lisst sich mit Hilfe der Determinante schreiben:

él é2 é3 a2b3 — a3b2
axb= ay az az | = a;»,bl — a1b3 (1.24)
by by b3 a1by — agzbq

1.3 Die inverse Matrix

Die inverse Matrix A~! hat die Eigenschaft
A'A=AAT = F (1.25)

Ihre Elemente sind gegeben durch

(A7) = (1A, (1.26)




1.4. Eigenwerte und Eigenvektoren

oder in Matrixform

AT = |11Madj(A) (1.27)

Die Matrix adj(A) heit Adjunkte oder auch Komplementirmatrix. Offensichtlich
existiert sie nur, wenn |A| # 0. Natiirlich kann man die Elemente von A~! auch durch
das Losen des Gleichungssystems A~'A = F bestimmen.

Wir kennen schon

b= ()

Offensichtlich gilt B = A~1. Mit |A| = 1 erhalten wir aus Gleichung (1.26):

(A Yy =(=DHA; = (-1)2.2 —9
(A Dy = (=1)2Ay =(-12-(-3) =
(Ao = (=1)*MAp =(-1)*-(-1) =
(A7) = (—1)212A0 = (-1)*-2 —9

Fiir eine allgemeine 2 x 2 Matrix erhalten wir
a b\ ' 1 d —b
(C d) = ad —be (—c a ) (1.28)

1.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Im Allgemeinen liefert die Multiplikation eines Vektors Z mit einer Matrix A einen von
Z verschiedenen Vektor. Vektoren die durch die Multiplikation abgesehen von einem fiir
alle Komponenten gleichen Faktor erhalten bleiben,

AT = AT (1.29)

haben eine besondere Bedeutung und heiflen Eigenvektoren; die Zahlen A heiflen Ei-
genwerte, und die Gesamtheit aller Eigenwerte heifit das Spektrum von A.
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Die Matrix hat also die Eigenwerte A; und Ay, und die Eigenvektoren (1,0) und (0,1). Entspre-
chend hat die Einheitsmatrix Ey den Eigenwert 1 fiir alle Vektoren .

Anwendungsgebiete:

e Eigenwerte und Eigenvektoren spielen eine zentrale Rolle in der Quantenmechanik.
Die Schrédingergleichung kann in vielen Fillen in die Form (1.29) gebracht werden.
Die Eigenwerte entsprechen z. B. beim Wasserstoffatom den erlaubten Energien.

e Das Tragheitsmoment von beliebig geformten Koérpern wird durch eine 3 x 3 Matrix
(Tragheitstensor) beschrieben, und taucht in der Gleichung fiir den Drehimpuls
auf: L = I&. Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von I liefert die
Drehachsen mit dem kleinsten und gréfiten Triagheitsmoment (Hauptachsen).

1.4.1 Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Eigenwertgleichung
AZ =\ (1.30)

kann auch in der Form
(A= AE)Z =0 (1.31)

geschrieben werden.
Wenn die Inverse (A — AE)~! existiert, gilt

(A= AE) Y A-AE)YZ=EZ=0 (1.32)
was nur die triviale Losung & = 0 erlaubt.

Nichttriviale Lésungen erfordern also, dass (A — AE) nicht invertierbar ist, also
|A—AE| =0 (1.33)

Gleichung (1.33) stellt eine Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren
dar. Die Definition der Determinante fithrt auf das charakteristische Polynom:

all] — A ai2 cee A1n
asy agy — AL as
A= XE|=]| . , =P, =0 (1.34)
an1 An2 e Qpp — A



1.4. Eigenwerte und Eigenvektoren

Die n Nullstellen des Polynoms der Ordnung n, P, (), sind genau die Eigenwerte der
Matrix A. Die Existenz von n Nullstellen sichert der Fundamentalsatz der Algebra. Die
Eigenwerte miissen nicht reell sein, und kénnen zudem mehrfach auftreten (Entartung).

e Die Eigenwerte einer komplexen, selbstadjungierten Matrix (A = AT) bzw. einer
reellen symmetrischen Matrix (A = A7) sind reell. Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten sind orthogonal.

e Die Eigenwerte einer unitiren Matrix (AAT = E) liegen auf dem Einheitskreis,
und haben demnach die Form \ = el?.

e Komplexe Eigenwerte treten stets in Paaren A\, \* auf.
Wir betrachten die (selbstadjungierte bzw. symmetrische) Matrix
0 1
=(00)

Die Eigenwerte ergeben sich aus

| =A 1] |2 _
A—)\E|—‘ 1 ‘—)\ —-1=0
zZu
A=41
Die Eigenvektoren bestimmen wir durch Lésung von
(A= AE)Z =0

Der Fall A = +1 liefert die Gleichungen

—x14+22=0

1’171’210

und somit x1 = xo. Wir wihlen einen normierten Eigenvektor

1 1
7 — —
T =
a1

Fiir den Eigenwert A = —1 haben wir

CE1+IC2:O

T1+ 22 =0

10
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und somit x1 = —xs. Eine mogliche Wahl ist

72) —

(1)

ZU . 722 —

Sl

Die beiden Eigenvektoren sind orthogonal,

und bilden somit eine Orthonormalbasis im R2.

Wenn die Eigenvektoren orthogonal sind, erlauben sie eine Diagonaldarstellung der ur-
spriinglichen Matrix A. Zu diesem Zweck schreiben wir die Eigenvektoren als die Spalten

einer n X n Matrix:

(1) (n)

xn “ e xn

Dann gilt wegen A7) = \;# fiir die lte Spalte der Matrix AX auch

und somit
l‘gl) e xgn) )\133&1) e )\nasgn)
Al A :
RS A () Az oA z™

Andererseits sind die Matrixelemente der Matrix X7 X gegeben durch

(XTX)ij = Y (X D)Xy = D apaf) =70 20) = g
k

k
sodass X7 X = F und folglich X7 = X1 gilt.
Die Kombination dieser Ergebnisse liefert

(XTAX)y; = (XTAX)i; = > (X7 )in(AX )y

k
>
k
= Aj0ij

und somit

X71AX = diag(A1, ..., \n)

11
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1.4. Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Matrix X liefert also mittels der Transformation A — X 'AX eine Diagonaldar-
stellung von A. Letztere hat die Eigenwerte als Diagonalelemente.

Wir iiberpriifen die obige Behauptung anhand des Beispiels der Matrix

()

mit der Matrix der Eigenvektoren

Wir finden

Diese Transformation der Matrix A entspricht einem Basiswechsel in die Basis die durch
die Eigenvektoren aufgespannt wird. Das Auffinden einer Transformation in eine dia-
gonale Basis (d.h., die Losung des Eigenwertproblems) spielt eine zentrale Rolle in der
Physik. Basiswechsel bzw. Koordinatentransformationen von Vektoren behandeln wir im
néchsten Kapitel.

e Eine n x n Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n unabhéngige Eigen-
vektoren besitzt.

12



2 Koordinatensysteme und
Vektortransformationen

Vektoren dienen zur Beschreibung von physikalischen Groflen mit einem Betrag und
einer Richtung (z. B. Geschwindigkeit, Magnetfeld). Insbesondere lassen sich viele phy-
sikalische Gesetze mit Hilfe von Vektoren in einer universellen Form schreiben. Z. B. gilt
das zweite Newtonsche Gesetz

—

F =ma (2.1)
unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems.
Hier beschéftigen wir uns mit
e Der Darstellung von Vektoren in verschiedenen Koordinatensystemen.

e Transformationen von Vektoren wie z. B. Rotationen, aber auch zwischen verschie-
denen Koordinatensystemen.

2.1 Basis und Koordinatensystem
Als Basis eines n-dimensionalen Vektorraumes (z.B. R?) bezeichnet man eine Menge
von Vektoren {€é7,€3,...,¢€,} mit folgenden Eigenschaften:
e Die Anzahl der Vektoren ist gleich der Dimension des Vektorraums.
e Die Vektoren sind linear unabhéngig:
AMEL+ X+ -+ M€ =0 = A=Xg=---=),=0 (2.2)
Es ist also nicht moglich, einen der Vektoren als eine Linearkombination der ande-
ren Vektoren zu schreiben.

e Wir verwenden die Notation é; fiir Basisvektoren mit Lénge 1.

Kartesische Koordinaten in zwei Dimensionen: die Gleichung
1 0
A1 (O) + A2 <1) =0

13



2.1. Basis und Koordinatensystem

hat nur die Losung A\ = Ay = 0.
Hingegen gilt
2 (1 +(-1) 2) _ 0
0 0/
sodass die beiden Vektoren nicht linear unabhéngig sind.

Ein einfacher Test ist die Determinante der Basisvektoren:

1

|

0

O = O

1
2
0

Wenn sie verschwindet, sind die Vektoren nicht unabhéngig.

e Mit Hilfe einer Basis kann jeder Vektor durch n Zahlen dargestellt werden:

n
U= Z viéi (23)
i=1
Die Abbildung, die jedem Vektor seine Komponenten v; zuordnet nennt man auch

Koordinatensystem.

Die Groien v; (genannt Komponenten oder auch Koordinaten) definieren die Dar-
stellung von ¢ im Koordinatensystem der é;, und erlauben die Schreibweise

U1
U= (2.4)
Un
Besonders niitzlich sind orthonormale Basisvektoren:
é; - éj = 52‘]‘ (25)
Die Basisvektoren sind paarweise orthogonal, und haben die Lénge 1.
Insbesondere gilt in diesem Fall
V; = U - éi (2.6)

Die Komponente v; entspricht also der Linge der Projektion von ¢ in Richtung
von é; (fiir das Skalarprodukt gilt @ - b = |a||b| cos ).

14



Kapitel 2. Koordinatensysteme und Vektortransformationen

Kartesische Koordinaten in zwei Dimensionen

» L

1 2 3 4 5
Der Vektor ¢ = 3¢, + é, hat die Komponenten
VI =V =T €, =(3é;+&,) é,=3

Vg =0y =V -6y = (36, + &) & =1

und demnach die Darstellung

2.2 Haufig verwendete Koordinatensysteme

2.2.1 Polarkoordinaten

Polarkoordinaten sind ein einfaches Beispiel fiir sogenannte krummlinige Koordinaten-
systeme, an dem sich viele der Konzepte gut verstehen lassen. Statt mit den kartesischen
Koordinaten (z1,x2) oder auch (z,y) wird ein Punkt in der Ebene durch die Polarkoor-
dinaten r und ¢ beschrieben.

Es gilt

T =TCOoSQ,

y=rsingp, (2.7)

15



2.2. Haufig verwendete Koordinatensysteme

Y Y
A ~ A
(& ~
©
67“

N

T COS E

N ~rsing I

S-

CANI

wobei der Radius r und der Winkel ¢ die Werte

r>0
0<p<2m

annehmen. Umgekehrt gilt

r=a?+y?

{arccosf y>0
¥ = -
2w —arccos .y <0

Die Fallunterscheidung wird notwendig weil 0 < arccos(z) < 7.

Polarkoordinaten werden auch fiir komplexe Zahlen verwendet:

z=a+1ib = |z|e"¥ = |z|(cos ¢ + isin ) = |z| cos ¢ +i|z|sin ¢
—_——  ——

T y
Die Basisvektoren in Polarkoordinaten sind gegeben durch:

. A . « CcoS
€r = COSYEy +SINp ey = sin @

R . s L R —sinp
é, =—sinpé, +cospé, =
® ¥ Ca ¥ ey cos @

e ¢, und é, sind orthonormal: é; - €; = d;;.

e Die Basisvektoren éndern sich als Funktion von ¢!

16
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Geometrische Herleitung der Basisvektoren:

Um zu verstehen, wie man die Basisvektoren in nichtkartesischen Koordinaten bestim-
men kann, betrachten wir die Vektoren 7 und 7+ d7, mit Polarkoordinaten (r, ) und

(r+dr, o+ dp):

S{( 2;? d?"
Y o

i

d >

Einerseits folgt aus der Abbildung;:
dr’ = dré, + rdpé,

Andererseits haben wir fiir das totale Differential:

Fiir den Vektor 7 gilt in kartesischen Koordinaten
7= Ty +Yyéy =1rcospeé, +rsinpeé,

und somit
dr' = (cos pé, + sinpé,) dr + (— sin pé, + cos pé, )r dp

o/ dr o7/

Der Vergleich mit Gleichung (2.12) liefert dann
€r = COS Y€z +sinp ey

€p = —SIN Y€y + COS P €y

Allgemeine Herleitung der Basisvektoren:

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Die Basisvektoren zeigen in Richtung der Anderung eines Vektors wenn wir nur eine

Variable (r oder ¢) dndern. Eine allgemeine Formel zur Berechnung ist demnach:

or

5 Ja
(& =

@ oF

da
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2.2. Haufig verwendete Koordinatensysteme

Wéhrend g—; in kartesischen Koordinatensystemen immer Eins ist, muss das in anderen

Koordinaten nicht der Fall sein.

In Polarkoordinaten haben wir

Wir erhalten
or

= 5(1’6059@@c +rsingé,) = cos pé, + sin é,

Weil ’g—f = \/cos2 ¢ + sin? ¢ = 1 bekommen wir

€, = COS pé; + sin pé,

Fiir den anderen Basisvektor ergibt sich

or 0 . O A N
95 %(r cos €, +rsinpé,) = r(—sinpé, + cos pé,)
@ y
Weil g—: = r bekommen wir
€y, = —sin pé; + cos pé,

Diese Methode zur Bestimmung der Basisvektoren lésst sich auch auf die im Folgenden
diskutierten Zylinder— und Kugelkoordinaten, sowie fiir allgemeine krummlinige Systeme
anwenden.

Transformation von Vektoren
Mit Hilfe von é,, é, lassen sich Vektoren in der Form
U= vr€r + Vy€y (2.18)
darstellen.
Die Komponenten v, und v, bestimmen wir aus Skalarprodukten:
V=1V - &,

= (V265 + vyy) - (cOs Pé, + sin péy)

= vz COS Y + vy Sin @ (2.19)

18



Kapitel 2. Koordinatensysteme und Vektortransformationen

<
A
I
<
>

©
= (V265 + vyéy) - (—sin pé, + cos pé,)

—~
>

— Sin ¢ + vy cos (2.20)

Diese Gleichungen lassen sich auch als Matrix-Vektor Multiplikation schreiben:

<vr> _ ( cosp sing ) <U> 1)
Uy —sing cosgp Uy

Der Vektor @ bleibt geometrisch unveréindert, die Transformation beschreibt die Ande-
rung der Komponenten durch den Wechsel in die Basis {é,, é,}.

Allgemein konnen Koordinatentransformationen durch Matrizen beschrieben werden. Es
stellt sich heraus, dass die Transformation von einem orthogonalen Koordinatensystem
K mit Basisvektoren é1, és in ein orthogonales Koordinatensystem K’ mit Basisvektoren
é}, é, durch die Matrix T(K — K') beschrieben wird:

! A~ ~/ ~ ~/
(% €€ €y - € v

1) — 1 1 2 1 1

/ - 5 Al 5 Al (222)
U2 61 . 62 62 . 62 ()

T(K—K")

e Die Elemente der ersten Spalte der Transformationsmatrix entsprechen der Dar-
stellung des Vektors é; im Koordinatensystem K’. Die Elemente der zweiten Spalte
entsprechen der Darstellung des Vektors é; im Koordinatensystem K'.

e Da fiir einen beliebigen Vektor gilt, dass
V=) viéi=Y v, (2.23)
i i
ist die Transformation von K nach K’ durch die Transformation der Basisvektoren,

und damit durch die Matrix 7', vollstindig bestimmt.

Wegen ¢ - ¢; = cos0;; gilt, entsprechen die Matrixelemente den Kosinussen der
Winkel zwischen je zwei Basisvektoren.

e Die umgekehrte Transformation wird durch

N N R A
e\ -e, e, -é é, € e -é

TK —K)y=/( }+ v 271 )=t} 172 (2.24)
€1 "€y €3° €9 €y €1 €9 €9

beschrieben. Offensichtlich gilt T(K’ + K) = T(K +~ K’)T. Da die Hin- und
Riicktransformation inverse Operationen sind, haben wir

TK—K)T(K'—-K)=FE — T(K' = K)=[T(K — K] = [T(K ~ K')]!
(2.25)

19



2.2. Haufig verwendete Koordinatensysteme

Die Matrix T ist also orthogonal, sodass Langen und Winkel erhalten bleiben:

10’ = |T0)? = (T0)1(T0) = T TTT5 = 1o = |5)?,
7w = (T (Tw) =" TTTw = 0T =0 - @

e Eine entsprechende 3 x 3 Matrix beschreibt Transformationen in drei Dimensionen:

P A
€€ €x-€ €3-€
T(K — K/) = €€y éq-é €3 - é, (2.26)

Ortsvektoren haben in Polarkoordinaten eine besonders einfache Darstellung:

( cosp sinep ) (r cos ap) (r) .
. . = =Té,
—sing cosyp rsin g 0

Wir betrachten den Richtungsvektor mit der kartesischen Darstellung ¢ = (v, vy) = (—1,1), an

zwei verschiedenen Punkten A = (1,1) und B = (-1, 1).

Am Punkt A ist ¢ = 7/4,' sinp = cos ¢ = 1/+/2, und somit

(2)- (50 20 0)- (43 1) () - (-

Uy —siny cosy

Am Punkt B haben wir ¢ = 37/4, sin = —cos p = 1/4/2 und
v\ cosp sing -1\ —1/\/5 1/\/§ -1\ V2 — V3é
v, )\ —sing cosgp 1)\ —1/vV/2 —1/V2 1) \0)
!Der Fall von Richtungsvektoren macht klar, dass der Polarwinkel ¢ im Allgemeinen nicht durch den
Vektor ¢ bestimmt wird, sondern durch den Punkt an dem die Darstellung erfolgen soll.

<
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Kapitel 2. Koordinatensysteme und Vektortransformationen

Durch die Abhéngigkeit der Basisvektoren von ¢ hat ¢ also unterschiedliche Darstellungen. Am
Punkt A ist ¥ ein Tangentenvektor (~ é,), am Punkt B hingeben ein radialer Vektor (~ é,).
Dagegen sind die kartesischen Komponenten an jedem Punkt gleich.

2.2.2 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind eine Erweiterung der Polarkoordinaten auf drei Dimensionen.
Die zusétzliche Koordinate ist einfach die kartesische z Koordinate. Ein beliebiger Punkt
auf dem Zylinder mit Radius p kann demnach durch das Tripel (p, ¢, z) beschrieben
werden. Zylinderkoordinaten sind hilfreich fiir Fragestellungen die eine Symmetrie um
die z-Achse aufweisen, z. B. die Berechnung des Magnetfeldes um einen Leiter.

Es gilt:
T = pPCcosy
y = psing
z=z (2.27)

und umgekehrt

p=Vaz*+y?

arccos% y >0
2

Il
—N—

21 — arccos% y <0

w
I
N

(2.28)
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2.2. Haufig verwendete Koordinatensysteme

mit den Wertebereichen

p>0, 0<p<2r, —00<z<00. (2.29)

Die Verwendung von p statt r hat den Grund, dass p die Lénge der Projektion in die
xy-Ebene ist, wihrend r die Lénge des Vektors 7= (p, ¢, z) bezeichnet. Es gilt:

7 =r=+/p?+22. (2.30)

Die Basisvektoren sind

cos
€p = COS €y +sinpeé, = | singp
0
—sinp
€y, = —sinpeé; +cospé, = | cosy
0

0
e.= 10 (2.31)
1

Somit ist €, konstant, wihrend sich €, und é, so wie in Polarkoordinaten mit ¢ &ndern.

Fiir Ortsvektoren gilt

= pé,+ zé, (2.32)
Allgemeine Vektoren werden wie folgt dargestellt:
T = 0p€) + Vply + V€. (2.33)

Ausgehend von den kartesischen Komponenten (v, vy, v,) erhalten wir aus den Skalar-
produkten ¥ - é, folgende Komponenten in Zylinderkoordinaten

Vp = COS PV + SIN YUy

Vp = — SIN YUz + COS YUy
v, = Uy (2.34)
oder in Matrixform
v, €p-by €p-Cy €56, Vg
Vo | = | €p-€r €8y ép-é, Uy (2.35)
Uy €rbp €6 €,-6, Uy
cosp sing 0 Uy
= | —sing cosg 0 Uy (2.36)

0 0 1 U,
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Kapitel 2. Koordinatensysteme und Vektortransformationen

2.2.3 Kugelkoordinaten

Fiir Fragestellungen mit sphéarischer Symmetrie empfiehlt sich die Verwendung der Ku-
gelkoordinaten (r, 0, ¢). In diesem Zusammenhang nennt man 6 den Polarwinkel, und ¢
den Azimutwinkel.

Projektion auf z-y Ebene Projektion auf z-z Ebene

z

A A

Der Zusammenhang zwischen kartesischen und sphérischen Koordinaten ergibt sich mit
Hilfe der trigonometrischen Formeln als: (r sin 6 ist die projizierte Lénge in der xy-Ebene)

x = rsinf cos
y =rsinfsiny
z=1rcosf (2.37)
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2.2. Haufig verwendete Koordinatensysteme

mit den Wertebereichen

r>0, 0<0<wm, —rm<oep<mw (2.38)

Umgekehrt haben wir

re VTP (2:39)

arctan(¥) x>0,
™ —
p = atan2(y,z) = ifcll(ayn)(z) +7 i < S’andy >0, (2.40)
arctan(¥) -7z < Oandy < 0.
0= arccos% (2.41)

Die Basisvektoren sind gegeben durch die kartesische Darstellung

cos @ sin 6
ér = | sinpsiné
cos 6
cos @ cos 0
ég = | sinpcosf
—sinf
—sinp
ép,= | cose (2.42)
0

und bilden wiederum ein Orthonormalsystem.
Der Ortsvektor eines Punktes mit Abstand r vom Ursprung ist einfach gegeben durch

7=ré, (2.43)

Allgemeine Vektoren werden als
T = vp€r + Vg€y + Vp€y (2.44)

dargestellt, und die Transformation zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten wird
beschrieben durch

Uy cospsinf singpsinfd  cos6 Vg
vg | = | cospcosf sinpcosf —sind Uy (2.45)
Uy —sinp Cos 0 v,
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Kapitel 2. Koordinatensysteme und Vektortransformationen

2.3 Aktive und passive Transformationen

e Wie wir am Beispiel der Transformation zwischen kartesischen und Polarkoordina-
ten gesehen haben, entspricht die Multiplikation eines Vektors mit einer geeigne-
ten Matrix einer Transformation des Vektors. Sie kann deshalb als eine Abbildung

R™ +— R™ interpretiert werden.

e Nun wollen wir uns mit allgemeineren Transformationen beschéftigen, z. B. mit
der Drehung oder Inversion von Vektoren oder Koordinatensystemen.

e Man unterscheidet aktive Transformationen (z.B. Anderung eines Vektors) und
passive Transformationen (Anderung der Koordinaten).

Wir betrachten die Wirkung der Matrizen

auf den Vektor

und erhalten
(1)

S
8
I
VRS
\
— =
N—
oy
8l
I

2.3.1 Drehung eines Vektors (aktive Transformation)

Wir betrachten die Drehung des Vektors ¥ um den Winkel « in zwei Dimensionen:
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2.3. Aktive und passive Transformationen

>~

St
S

> T >

Wie im Falle von Koordinatentransformationen sollen dabei die Lange von Vektoren
|7 = |9 (2.46)
und die Winkel zwischen zwei Vektoren
¢ =0 w (2.47)
erhalten bleiben (orthogonale Transformation).
In Polarkoordinaten haben wir folgende Darstellung der Vektoren @ und o”:

U =7cosp € +rsing é,,
~—— N ad
Vg vy

—/ ~ . A~
7' =rcos(¢ + a)éy +rsin(p + a) éy,
mit r = |¢]. Um v}, vy, durch vy, v, auszudriicken verwenden wir die Beziehungen

sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3

cos(a £ ) = cosacos 5 F sin asin (2.48)
und erhalten

v = (rcospcosa — rsinpsina) é; + (rsingcosa + rcos psina) é,
——

SN—— N—— S——
Vs Uy Uy Ve
= (vycos v — vy sina) €, + (vycosa + vy sina) €y, . (2.49)

Die Drehung wird also durch folgende Matrix-Vektor-Multiplikation beschrieben:

! .
(Y CoOsax —sIn«o (%
A ap (2.50)
’Uy sin o« COS «x Uy
—— ——
ol R v

Wir bezeichnen Drehmatrizen mit dem Buchstaben R. Im Unterschied zu passiven Ko-
ordinatentransformationen dndert sich der Vektor selbst durch die Rotation.
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i) T2

V2

ey
S 1
8

—

3 SO\ o
U1 ! >T1

2.3.2 Drehung des Koordinatensystems (passive Transformation)

Wir betrachten nun eine Drehung des Koordinatensystems bei festem Vektor ¢. Entspre-
chend erwarten wir zwei verschiedene Darstellungen in den Koordinatensystemen K mit
Achsen z1, 29 und K’ mit Achsen 2, 2:

<Z;>K ’ (ZZ)K (2.51)

Es gilt
v1 = vcospf
v9 = vsin
v] = vcos(B — a) = vcos B cosa + vsin Bsina
—— ——
V1 v2
vh = vsin( — a) = vsin Bcosa — v cos Bsin (2.52)
—— ——
v2 V1
und somit

V] = V1 COS @ + V2 sin &

vy = —v1 sina + v cos a (2.53)

, .
(v}> _ < cosa sma) <v1) 050
Uy K’ —Ssino«  COS V2 K

e Die Drehmatrix unterscheidet sich von jener in Gl. (2.50) durch das Vorzeichen
des Winkels a. Die Rotation des Vektors um den Winkel « ist dquivalent (ergibt
dieselben Komponenten fiir ') zur Rotation der Koordinatenachsen um —a.

bzw. in Matrixform

e Offensichtlich ist die Drehmatrix identisch mit der Transformationsmatrix fiir Po-
larkoordinaten wenn wir a@ = ¢ = arccos(z/r) wihlen. Eine allgemeine Drehung
des Koordinatensystems ist natiirlich ebenfalls eine Koordinatentransformation.

27



2.3. Aktive und passive Transformationen

x" e
3
o
é
ERAN 3 - (@
9 P
> =x2
A €2
€1
x1

2.3.3 Eigenschaften von Drehmatrizen

Drehmatrizen haben folgende Eigenschaften:?

e Sie sind quadratische Matrizen.
e Die Matrixelemente sind reell.
e Sie sind orthogonal: R = R~1.

e Esgilt |R| =1.

2.3.4 Drehungen in drei Dimensionen

Wir verallgemeinern die bisherigen Betrachtungen nun auf den dreidimensionalen Fall.
Fiir (passive) Drehungen des Koordinatensystems um die Koordinatenachsen ergibt sich

1 0 0

x1-Achsebzw. z-Achse : Ri(a) = Ry(a) = |0 cosa sina (2.55)
0 —sina cosa
cosae 0 —sina

xo-Achsebzw. y-Achse :  Ra(a) = Ry(o) = 0 1 0 (2.56)

sina 0 cosa

cosa  sina 0
x3-Achsebzw. z-Achse : Rs(a) = R,(a) = | —sina cosa 0 (2.57)
0 0 1

Die Darstellung der Basisvektoren des neuen Koordinatensystems im alten Koordina-
tensystem sind wieder durch die Zeilen der Transformationsmatrizen gegeben.

2Wir betrachten den im Skript behandelten Fall von reellen Drehmatrizen.
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Wir betrachten eine Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse um den Winkel o = 7/2,
und berechnen die Darstellung des Vektors ¢ = (1, 1,0) im gedrehten Koordinatensystem.

L3

T3

11117

S

Die Drehmatrix ist gegeben durch:

0 10
Rs(n/2)=[-1 0 0
0 0 1

Multiplikation mit dem Vektor ergibt die Komponenten im System K':

vl 0

10\ /1 1
vl 1001 -1
vl 0 0 1/ \0 0

Wir sehen auflerdem, dass die Zeilen der Matrix R den Komponenten der Einheitsvektoren des
Systems K’ in der Basis von K entsprechen.

Wenn wir stattdessen den Vektor selbst drehen (aktive Transformation), bendtigen wir die Matrix

0 -1 0
Rs(—m/2)=11 0 0
0 0 1
und erhalten
v} 0 -1 0 1 -1
vhl=(1 0 0 1]1=11
v 0 0 1 0

Der Drehwinkel ist in drei Dimensionen wie folgt definiert: fiir die Drehung um die
Achse z; entspricht ein positiver Winkel einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn wenn
man entlang der Drehachse Richtung Ursprung blickt (siehe die umseitige Abbildung).
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2.3. Aktive und passive Transformationen

2.3.5 Allgemeine Drehungen

Z.B. bei der Beschreibung der Bewegung eines Kreisels wird es notwendig, beliebige
Drehungen zu betrachten. Eine beliebige Drehung des Koordinatensystems (bei der der
Ursprung fest bleibt) kann man als Produkt von drei Drehungen schreiben:

R = Ri(a)R2(B)Rs(7) (2.58)
= Ry(a)Ry(B)R=(7)
1 0 0 cosf 0 —sinf cosy siny 0
=10 cosa sina 0 1 0 —siny cosvy 0
0 —sina cosa sing 0 cospf 0 0 1
cos 3 cosy cos 3 siny —sinf
= | —cosasiny+sinasinfScosy cosacosy+sinasinfSsiny  sinacosf
sinasiny + cosasinfcosy —sinacosy + cosasinFsiny cosacos 8

Hier ist wichtig, dass sich die Koordinatenachsen bei passiven Transformationen im
Allgemeinen in jedem Schritt éndern. In diesem Fall schreibt man entsprechend auch
Rin(a)Ry (B)R3(y) baw. Ryr(a)Ry(B)R.(y). Ausgehend von z,y,z (bzw. x1,x2,23)
liefert die erste Drehung [R(7)] neue Achsen a’,y/, 2’ (mit 2’ = z weil z der Drehachse
entspricht). Die zweite Drehung [R,(3)] hat als Drehachse die y'-Achse, und ergibt das
Koordinatensystem mit den Achsen z”,y", 2" (mit y” = ¢/) bzw. 2/, 24, 4. Die dritte

Drehung [R,~(a)] erfolgt um die aktuelle z-Achse 2" und liefert ',y 2" mit 2" = 2.

Etwas einfacher ist der Fall einer aktiven Transformation mit Winkeln «, 5,7~ und be-
schrieben durch R,(—a)R,(—B)R.(—7), weil dort die Koordinatenachsen fest bleiben
und sich nur der zu drehende Vektor dndert.

Wir drehen das Koordinatensystem zuniichst um den Winkel v = 7/2 um die z-Achse, und dann
um den Winkel o = /2 um die z”-Achse. Der Winkel 8 ist Null.

Daher gilt
sina=1, cosa=0
sin=0, cosf=1
simy=1, cosy=0
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P y///
v i ol : !
0l 0]
xT S

Die entsprechende Drehmatrix ist
was auch das Ergebnis der folgenden Matrixmultiplikation ist:

R:

— o O
O O =
o = O

1 0 O 1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 -1 0 0} =10 0 1

0 -1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
Ry (7/2) R2(0) R3(m/2)

Der Vektor ¢ = (1,1,0) im urspriinglichen Koordinatensystem ergibt sich als

0 1 0 1 1
0 0 1 11=160
100 0 1

Drehungen in drei Dimensionen sind im Allgemeinen nicht vertauschbar, es sei denn es
wird immer um dieselbe Achse gedreht. Der letztere Fall beinhaltet Drehungen in der
xy-Ebene um die z-Achse, also alle Drehungen in zwei Dimensionen.

z Yy’
i y :’ :El :\ / :L'/l
xr Z//
z
y//
Y 2! ; S
2
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2.3. Aktive und passive Transformationen

Das Eulersche Theorem besagt dass wenn ein Punkt (z. B. der Ursprung) fixiert bleibt,
drei aufeinander folgende Drehungen um die Koordinatenachsen auch durch eine Dre-
hung um eine raumfeste Drehachse durch den fixen Punkt beschrieben werden kdnnen.
Statt der Winkel «, 8,y sind die freien Parameter dann durch den Drehwinkel und zwei
Komponenten des Drehachsenvektors gegeben (die Lénge dieses Vektors ist irrelevant).

Im Folgenden betrachten wir die Drehung eines Vektors (statt der Drehung des Koor-
dinatensystems). Wir drehen den Vektor ¢ um den Winkel ¢ um die Achse mit dem
Einheitsvektor ¢. Der resultierende Vektor sei ¥/ = R#¥, mit einer Drehmatrix R.

t

Der gedrehte Vektor ¢/ kann in seine Komponenten parallel bzw. normal zur Drehachse
zerlegt werden:

=/

v =T+, (2.59)

Nach der Drehung gilt 17“ = @) und |¢’,| = |v1]. Die Komponente in Richtung der
Drehachse ist gegeben durch @ = (¢-1)t. Entsprechend gilt 7, = #— (-1)t. Die Drehung
des Vektors ¥ &ndert nur die zur Drehachse senkrechte Komponente, und erfolgt in der
Ebene die durch die Vektoren

b T— (5D

bp=——= ~ 2.60
CARNTEN (200
. tx v tx v tx v
b= o= (2.61)
it x v |¥|sin((,T)  |UL]

aufgespannt wird. Fiir die Komponente des gedrehten Vektors in dieser Ebene schreiben
wir

7' = by|TL| cos @ + by|T | sin
v (T-H)E tx T

= ————|U|cosp+ —
|UJ_| ’UJ_|

=cosy [T — (T-1)t] +singp [t x 7] (2.62)

|U) |sine

Daraus folgt fiir den gedrehten Vektor v”:

—/

=cos¢ [0 — (T {)1]

sing [t x o] + (7- i)t
= [1 —cos ] (¥ t)t t

Tcos @ + sinp [¢ x 7] (2.63)
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Diese Beziehung ist als Formel von Rodrigues bekannt.

Fiir eine gegebene Drehachse ¢ und einen Winkel ¢ ist es moglich, die Elemente der
Drehmatrix R zu berechnen:

Rij = (1 —cosp)titj + d;5 cosp — singoz €ijkth (2.64)
k

wobei t; die Komponenten des Einheitsvektors ¢ der Drehachse sind. Das Levi-Civita
Symbol (auch Epsilontensor genannt) ist definiert durch

+1 fiir (4,7,k) = (1,2,3),(3,1,2) oder (2,3,1),
gijk = —1  fiir (4,5, k) = (1,3,2),(3,2,1) oder (2,1,3), (2.65)
0 fiiri=joder j =k oder k=1

Fiir eine gegebene Drehmatrix R ergeben sich der Winkel ¢ und der Vektor ¢ der Dreh-
achse aus

1
Cos p = Q[TrR— 1]
T=R+R' —[TrR-1]E (2.66)

Der Drehachsenvektor ist eine der Zeilen der Matrix 7' (die Normierung und ein mogliches
Vorzeichen +1 sind noch zu wahlen). Per Konvention wéhlen wir die Orientierung der
Drehachse so, dass positive Winkel einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn entsprechen
wenn wir von oben auf die Drehachse sehen.

Die Spur einer Matrix ist definiert als die Summe der Diagonalelemente:

TrA=> Ay; (2.67)

Wir drehen den Vektor @ = (1,1,1) um den Winkel ¢ = 7/2 um die z-Achse (aktive Transfor-
mation). Die entsprechende Drehmatrix ist

0 -1 0
Ry(—7/2) = (1 0 0)
0 0 1

Die Multiplikation mit @ liefert (—1,1,1). Die Drehachse ergibt sich aus der Matrix

00 0
T=R+R'—[TrR-1JE=(0 0 0
00 2

Die dritte Zeile ist 2¢,. Der Kosinus des Drehwinkels ergibt sich aus

1
cosp = i[TrR—l] =0 =¢=d=+nr/2

33



2.3. Aktive und passive Transformationen

zZ
_A
t
7!
©
v

Sy

Aus den geometrisch anschaulichen Eigenschaften

folgt

Entsprechend kann der Drehwinkel auf den Bereich 0 < ¢ < 7 eingeschréinkt werden.

Die Berechnung der Drehachse kann auch als Eigenwertproblem gesehen werden. Der
Vektor der Drehachse erfiillt die Gleichung

Rt =1 (2.68)

und ist daher ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 1. Die Komponenten von ¢ ergeben
sich also aus dem Gleichungssystem

(R—AE)=0, (A=1) (2.69)

Wir berechnen die Drehachse und den Drehwinkel fiir die Drehmatrix

010
R=(0 0 1
100

01 0 1
00 1]—-140
1 00 0

Das entspricht dem Gleichungssystem

Gleichung (2.69) liefert:

O = O
_ o O
\_/
I |
—
ok ok
W N
\_/

Il

o
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Kapitel 2. Koordinatensysteme und Vektortransformationen

Wir erhalten daraus

7t1+t2:0
—to+1t3=0
t1 —ts =0

mit der moglichen Losung £ = (1,1, 1).

Der Drehwinkel ergibt sich als

1 1
cosp = 5[—1] =—3 = p =120°

z (\90 Yy

o)
<
H\

2.3.6 Spiegelung

) =

Die Transformationsmatrix fiir die Spiegelung ist die Einheitsmatrix mit einer —1 in der
Zeile, die der gespiegelten Achse entspricht. Eine Spiegelung an der xjzs-Ebene wird
durch folgende Matrix beschrieben:

1 0 0
s=[o -1 0}, |5=-1 (2.70)
0 0 1

Hier wird aus dem urspriinglich rechtshidndigen ein linkshdndiges Koordinatensystem,
was durch |S| = —1 zum Ausdruck gebracht wird. Hingegen bleibt die Hindigkeit unter
Transformationen mit |7'| = 1 erhalten.
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2.3. Aktive und passive Transformationen

Fiir das rechtshindige kartesische Koordinatensystem gilt
él X ég = é3 (2.71)

(Das Kreuzprodukt a x b erzeugt einen Vektor der normal auf die Ebene steht, welche
von @ und b aufgespannt wird.)

2.3.7 Inversion

Bei der Inversion werden alle Achsen gespiegelt:
T3

Z1

Die entsprechende Matrix ist:

I=lo0o -1 o, [H=-1 (2.72)
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3 Vektoranalysis: Differentialrechnung

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit Ableitungen von Vektorfeldern, sowie mit
vektorwertigen Ableitungen von Skalarfeldern.

Ein Skalarfeld ist eine Funktion

f=r) (3.1)
die jedem Ortsvektor 7 [= (x,y, z) in kartesischen Koordinaten| eine Zahl f(7) zuordnet.
FEin Beispiel fiir ein Skalarfeld ist die Temperatur in einem Raum.

Unter einem dreidimensionalen Vektorfeld verstehen wir eine vektorwertige Funktion,

v1(7)
() = | va(7) (3.2)
v3(7)

die jedem Ortsvektor 7 einen Vektor ¢(7) zuordnet. Physikalische Beispiele sind ein
Geschwindigkeitsfeld in einem Stréomungsproblem oder ein magnetisches Feld.

Eine wichtige Rolle spielen auch Vektoren, die von einem Parameter abhhingen, z.B.
der zeitabhéngige Vektor

r1(t) x(t)
r=r(t) = |r(t) ) = | y@) |, (3.3)
r3(t) z(t)
der den Ort eines bewegten Korpers als Funktion der Zeit in einem kartesischen Koor-

dinatensystem beschreibt. Statt der Zeit ¢ kann z. B. auch die Bogenlénge s zur Para-
metrisierung einer Bahnkurve verwendet werden.

Transformationen von Feldern

Im vorherigen Kapitel haben wir aktive und passive Transformationen von gegebenen
Vektoren behandelt. Eine Besonderheit tritt auf, wenn wir stattdessen Skalarfelder f(7)
oder Vektorfelder ¥(7) transformieren, was im Folgenden kurz dargestellt werden soll.

Wir betrachten ein Skalarfeld f(7) und drehen es um den Koordinatenursprung (aktive
Transformation). Entsprechend soll der Wert f(7) des urspriinglichen Feldes vom ge-
drehten Feld f’(7) am Punkt 7/ = R7 angenommen werden, also f/(7') = f'(RF) = f(7).
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R = R(«) ist eine entsprechende Drehmatrix. Fiir einen beliebigen Ort 7 gilt:

f1(7) = fF(R™'7). (3.4)
Offensichtlich ist wie gefordert f/(RF) = f(R™IRF) = f(7).
Beispiel

Gegeben sei eine Temperaturverteilung beschrieben durch das Feld f(7) = f(z,y) = zy. Das Feld
soll um o = —7/2 = —90° gedreht werden. Entsprechend Gl. (3.4) berechnen wir R~1 7 mit

RY(a) = BT (a) (cosa —sina)T _ ( cosa sina) . R(en/2)= ((1) _01> |

sina  cosa —sina  cos«

e () 6)- ()

(@) = f(R7'7) = f(~y,2) = —yz.

Damit erhalten wir

und

Die grafische Darstellung bestétigt dass f’ die gewiinschte Form hat:

(a) f(m) (b) f'(7) = f(R'7)
3 3
2 2
1 1
>0 > 0
—1 -1
-2 -2
-3 -3

-3 -2-10 1 2 3 -3 -2-10 1 2 3

x [ — — ] T

-10 -5 0 5 10

Etwas komplizierter ist der Fall eines Vektorfeldes ¢(7). Fiir die Drehung von #(7) gilt
7'(F) = RU(R™'7). (3.5)

Am Punkt 7/ = RF haben wir v/(") = ¢/(R¥) = RU(7), also dem Vektor der aus
Drehung des Wertes von ¢ am urspriinglichen Ort 7 hervorgeht. Das Argument R™'7
ist identisch zum obigen Fall des Skalarfelds f(7). Zusétzlich liefert R die Drehung des
Vektors #(R™'7) am jeweiligen Ort.

Beispiel
Wir betrachten die Rotation des Radialfeldes #(7') = 7, siche Abbildung (a) unten. Der Drehwin-
kel soll wie zuvor aw = —7/2 sein. Zunéchst berechnen wir das gedrehte Feld

R(7) = (_01 3) @ B <—yw>



welches in Abbildung (b) gezeigt ist. Offensichtlich entspricht das Feld RU dem Fall in dem
an jedem Punkt der Vektor ¢ in den Vektor R¢ gedreht wird. Das Resultat ist aber nicht die
gewiinschte Drehung des Vektorfeldes — ein Radialfeld sollte durch Drehung unveréndert bleiben!

Als nichstes berechnen wir das Feld

wa-e-( 9)6)- ()

welches in Abbildung (c) zu sehen ist. Hier wurde der Vektor #(7) vom Punkt ¥ zum Punkt Ry
verschoben, ohne seine Richtung zu &ndern.

Zum Schluss verwenden wir Gl. (3.5),

(4 )8 D)0)

und erhalten die gewiinschte Form (radial!) in Abbildung (d).
(a) o(7)
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3.1. Differentialrechnung mit mehreren Variablen

3.1 Differentialrechnung mit mehreren Variablen

Der Begriff der Ableitung einer Funktion f(z) lasst sich auf Funktionen von mehreren
Variablen iibertragen. Betrachten wir die Anderung der Funktion f(x,%) bei Anderung
von z (y) bei festem y () an einem Punkt (zg, y9), so gelangen wir auf natiirliche Weise
zu den partiellen Ableitungen

0 0
87:{:(330’ Yo) » 85(960, Yo) (3.6)
welche wie folgt definiert sind:
of . flzo+Az,y0) — f(wo,0)
L) = o, ot 00 @
of . f(xo,y0 + Ay) — f(x0,v0)
gy (70 ¥0) = Jim Ay (3.8)

Die Berechnung der partiellen Ableitungen 0f/da erfolgt durch Differenzieren nach «,
wobei alle anderen Variablen als konstant angesehen werden.

Die partiellen Ableitungen der Funktion f(x,y) = 2%y + y cos x sind
of

0
— =2zy —ysinzx, —f = 2%+ cosz

ox oy

Von den hoheren Ableitungen seien hier nur jene zweiter Ordnung erwéhnt. Fiir eine
Funktion f(z,y) haben wir
0%f 0%f 0%f O°f
022 90y’ Oydx By?
Sofern die Ableitungen stetig sind, kann man zeigen dass die gemischten Ableitungen
gleich sind, also die Reihenfolge der Differentiation irrelevant ist.

(3.9)

Wie fiir Funktionen einer Variablen kann man die partiellen Ableitungen heranziehen, um
Minima, Maxima, und Sattelpunkte von Funktionen mehrerer Variablen zu bestimmen.
Hier beschrénken wir uns auf Funktionen f(z,y).

Die notwendige Bedingung fiir einen stationdren Punkt ist

of of

5 (T0:Y0) = @(:vo,yo) =0. (3.10)

Ob f(z,y) am Punkt (xg,y0) tatséchlich extremal ist, kann man mit Hilfe der Determi-
nante der Hessematrix entscheiden:

9%f  9%f 2 2 2 2
2y of oy o f

= % v A(xo,yo>=<xo,yo><xo,yo>—[<xo,y0>}
< 8‘5;330 ‘giy{ 0z? Oy? Oxdy

(3.11)
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

Es gelten die hinreichenden Bedingungen:

A(zo,y0) >0 & g%g(xo,yo) >0 : lokales Minimum

Azo,y0) >0 & %(mo,yo) <0 : lokales Maximum (3.12)

A(zo,y0) <0 Sattelpunkt

Im allgemeinen Fall mit mehr als zwei Variablen ist es notwendig, die Eigenwerte der Hes-
sematrix zu bestimmen. Eine positiv (negativ) definite Hessematrix bedeutet ein lokales
Minimum (Maximum). Der Fall |H| = 0 erfordert stets eine gesonderte Untersuchung.

Fiir die Funktion f(z,y) = 2% + y? haben wir

of _
dr

of _

2z, =
dy

2y .

Der einzige stationdre Punkt ist also (z,y) = (0,0). Die Hessematrix ist gegeben durch

H<f><§ g)

Somit gilt A(0,0) = 4 > 0, und 9% f/32%(0,0) > 0. f(x,y) hat also bei (0,0) ein lokales Minimum.

of _

=2
or *

G mn=(3 )

—4 < 0 ein Sattelpunkt.
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3.2. Bahnkurven

3.2 Bahnkurven

Wir betrachten Vektoren die von der Zeit ¢ (oder einem anderen Parameter) abhéngen.
Als Beispiel wihlen wir den Ortsvektor eines Teilchens mit den kartesischen Komponen-

ten (1) = (x(t), y(1), 2(t))-

Der Grenzwertbegriff ldsst sich direkt auf Vektoren iibertragen. Wir sagen, eine Folge
von Vektoren @™ konvergiere gegen den Vektor @ wenn gilt

lim @™ =a, (3.13)

n—oo

(n)

was natiirlich auch fiir die Komponenten a; ’ bzw. a; gelten muss.

Aus der obigen Abbildung (links) ergibt sich die iibliche Definition fiir die Zeitableitung:

aF o 48t — 7). 67
ar ~ W) = lim e =l (3:.14)

So wie die Differenz #(t + 6t) — 7(¢t) und die Division durch 6t ist die Ableitung von 7

komponentenweise definiert:
dr dr dy dz
R At I .1

dt <dt’dt’dt> (3.15)

Diese Definition erfiillt z. B. die Produktregel:

d_ - - - 5

&J-bza-b—irc?-b,

d o S -

&d’xb:dxb—i—ﬁxb. (3.16)

Hier haben wir die weit verbreitete Konvention eingefiihrt, Zeitableitungen mit einem
Punkt zu kennzeichnen.

Die Ableitung #* = @ stimmt an jedem Punkt der Bahnkurve mit dem Tangentenvektor
iiberein (siehe Abbildung oben rechts). Die Integration des Geschwindigkeitsvektors bis
zur Zeit T ergibt den Ort 7(T),

T
FT) = 7(0) + /0 B(t)dt (3.17)
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

wihrend sich die Lénge der Bahn als Summe der infinitesimalen Stiicke |d7] ergibt:

= o,

In kartesischen Koordinaten kann das Integral in Gl. (3.17) einfach fiir die einzelnen
Komponenten berechnet werden:

dr
dt

T T
dt:/o ]U(t)]dt:/o VRO TR0 R (3.18)

ﬁ
<

T T T T
/0 U(t)dt:em/o vm(t)dt—l—ey/o vy(t)dt+ez/0 v, (t)dt (3.19)

Die Vereinfachung ist moéglich, weil die kartesischen Basisvektoren an jedem Punkt der
Bahn 7(¢) gleich sind. Im Gegensatz dazu éndern sich die Basisvektoren in krummlinigen
Koordinatensystemen mit dem Ort und deshalb [als Folge der Bewegung mit Geschwin-
digkeit ¢(t)] auch mit der Zeit. [Die Zeit parametrisiert die Bahn bzw. Kurve 7(t).] Die
Komponenten des Vektors 7 dndern sich also zum einen aufgrund der Bewegung selbst
und zum anderen aufgrund der Variation der Basisvektoren im Raum.

In Polarkoordinaten beschreiben wir den Ort eines Teilchens durch r und . Ein allge-
meiner Vektor hat die Darstellung

7= qér+ Cﬁpécp . (3.20)
Die Basisvektoren hidngen vom Winkel ¢ ab,
€r = €5 COS P + €, sin

€p = —€zsin @ + &, cos ¢ (3.21)

Die Ableitung nach der Zeit mit Hilfe der Kettenregel liefert daher:
ér = éx(—sing) o + éy(cosp) o = p(—€zsinp + €, cos ) = P é,
ég, = —éx(cosp) P+ éy(—sinp) ¢ = p(—éz cos p — éysinp) = —pé,
Fiir einen Ortsvektor 7= ré, erhalten wir den Geschwindigkeitsvektor
T=7F=ré +1é
= e+ 1pe, (3.22)
Der Beschleunigungsvektor ergibt sich als
@ =0 =76, +1é, + 7Py + TPy + T9Cy
= '€, + ey, + 1Py, + rPéy, — rPPe,
= (F = r¢”)ér + (r$ + 27@)é, (3.23)
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3.3. Gradient, Divergenz, Rotation in kartesischen Koordinaten

Betrachten wir eine gleichférmige Kreisbewegung mit 7+ = 0, ¢ = w und ¢ = 0, dann
erhalten wir einen tangentialen Geschwindigkeitsvektor und die radiale Zentripetalbe-
schleunigung:

a=—rw’é, (3.24)

In Polarkoordinaten ergeben sich in diesem Fall also konstante Vektorkomponenten fiir
7, ¥ und @, und damit eine deutliche Vereinfachung des Problems.

Eine analoge Herleitung kann fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten erfolgen.

3.3 Gradient, Divergenz, Rotation in kartesischen Koordinaten

Wir lernen im Folgenden Differentialoperatoren kennen, die eine wichtige Rolle in der
Physik spielen, z. B. in der Fluiddynamik und in der Elektrodynamik. Dazu betrachten
wir zuerst den einfachsten Fall von kartesischen Koordinaten.

3.3.1 Gradient

>

Ty

=y

T

Es sei h(7) eine Funktion des Vektors ¥ = (z,y), also anschaulich die Hohe einer Fléche
iiber der zy-Ebene. Wir interessieren uns fiir die Anderung der Hohe bei Anderung des
Vektors 7. Fiir kleine Anderungen von 7 gilt

dh = —dzx + —dy (3.25)

Um dh unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems zu schreiben, verwenden wir
den zweidimensionalen Nablaoperator,

V= by + 6y (3.26)
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

dessen Anwendung auf die Funktion h(7)

. Oh _ Oh
ergibt. Die Anderung dh schreiben wir als invariantes Skalarprodukt:
oh oh
dh = —d —d
3 T+ P Y
. . . Oh _ Oh
= (ézdx + é,dy) - <6x8.’I] + ey8y> (3.28)
= dr- VA(7) (3.29)

Dieser Ausdruck gilt in beliebigen Koordinatensystemen. Den Vektor VA nennt man den
Gradienten von h, mit der Schreibweise Vh = grad h.

In drei Dimensionen haben wir

.0 .0 0
V—ex%—keyafy—kez& (3.30)

und angewendet auf ein Skalarfeld f(7)

vy O 00 O
gradf—Vf—exax+eyay+ezaz (3.31)

Die Differentialoperatoren wirken hier nur auf f, nicht auf die Basisvektoren.

Eine niitzliche Kurzschreibweise ist
Os=—, a=uu,y,2 (3.32)

e Der Gradient beschreibt die riumliche Anderung eines Skalarfeldes, z. B. die Ande-
rung der Temperatur als Funktion des Ortes.

e Der Vektor Vf (sofern V f # 0 zeigt in die Richtung des stéirksten Anstiegs von f.
|V f| ist die Groe der Anderung von f in dieser Richtung. Um das zu verstehen,
betrachten wir die Konturlinien von f:

Die Anderung df ist am groBten, wenn di senkrecht zu den Konturlinien ist.
Andererseits wissen wir, dass

df = dF- Vf (3.33)

gilt. Weil d77- V f = |d7]|V f|cos 6, ist df = d7- V f also maximal wenn 6 = 0. Folg-
lich haben wir die maximale Anderung wenn d7 parallel zu V f ist. Entsprechend
muss V f normal zu den Konturlinien liegen und somit in Richtung des stérksten
Anstiegs von f zeigen.
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3.3. Gradient, Divergenz, Rotation in kartesischen Koordinaten

4

e Die am Anfang des Kapitels gegebene Bedingung fiir einen stationdren Punkt
(Verschwinden aller partiellen Ableitungen) lésst sich mit Hilfe des Gradienten in
folgender Form schreiben:

Vf=0
Der Gradient spielt eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von Kraftfeldern F (7).

Konservative Kraftfelder sind definiert als Felder in denen die Arbeit zur Verschiebung
einer Probeladung/masse von Punkt A zu Punkt B

B -1 —
W:/A F(F) - dr (3.34)

nur von A und B, aber nicht vom Weg dazwischen abhéingt. Solche Felder kénnen stets
in der Form

F(7) = =V&(F). (3.35)
geschrieben werden; das Skalarfeld ® heifit in diesem Fall das Potential zum Feld F.

Eine Vektorform des Fundamentalsatzes der Analysis lautet:
[ vi@-ar=(8) - 1) (3.30)
v(A,B)

Hier ist v eine beliebige Kurve mit den Endpunkten A und B.

In einem konservativen Kraftfeld gilt also

B . L B L B
W—/A F() - d = —/A V() - dF = —[(B) — B(A)] (3.37)

Insbesondere ist fiir geschlossene Wege (also A = B) W = 0.
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

Wir betrachten die Gravitationskraft die eine Masse M am Ort (0,0, 0) auf eine Probemasse m
am Punkt 7= (z,y, z) ausiibt. Das Newtonsche Gesetz besagt dass

: M
Fe-m®ee noum (e + 0%
r

. R o
3 L+ e) = mg(@)

wobei der Abstand durch r = y/x2 + y2 + 22 gegeben ist. § ist das Feld der Masse M. Die Kraft
ist radial gerichtet:

NS

Wir konnen zeigen, dass die Funktion

GM
O(r)y=——-
(=-=
das Potential des Kraftfeldes § ist:
-Vo = éngéngé2 eM
oz Yoy 0z r

ZGM -6x%;+eyafy;
[ O1\Nor _ [(O1\Nor _ [0O1\ Or
=GM & (a) 9w (a) ay (a) a}

0
[ 1 1 . 1 1 . 1 1

01 61A81]
e =

.z Y L R o
= —GM (eaig +éyg +é:75) =7
Betrachten wir stattdessen ein Potential der Form
U(r) = —cr
dann bekommen wir 5 5 5

=cleé 2r+é 27’+é 27"
N T ox Yoy 0z

2z, n 2y . n 2z c
=c| —€,+ —¢ —é, | = -7
2r or ¥ o T

Potentiale die nur vom Abstand aber nicht von der Richtung abhéingen, nennt man auch Zen-
tralpotentiale. Sie ergeben Kraftfelder mit sphéarischer Symmetrie.
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3.3. Gradient, Divergenz, Rotation in kartesischen Koordinaten

Weitere Anwendungen des Gradienten:
e Mit Hilfe des Gradienten ldsst sich die Ableitung von f in Richtung des Einheits-

vektors 7 am Punkt P in folgender Weise schreiben:
P +tit) — f(P
(PA@ 1P o

(3.38)

D;,f(P) = lim

t—0

Wegen n - Vf =|Vf|cosa ist Dy f maximal wenn 7 parallel zu V f ist.

In kartesischen Koordinaten entspricht die Richtungsableitung in Richtung von é,
of of of . af . of . of

V===, = s Vf=—,¢6, Vf=—,¢é,-Vf=—.

/ (83:’ oy 0z )"’ c / oz Y / oy c / 0z

gerade der partiellen Ableitung nach o:

3.3.2 Divergenz und Rotation

Die Divergenz eines Vektorfeldes 7 ist definiert als
dive =V - v (3.39)

In kartesischen Koordinaten gilt

dive = ég—ké——ké—
-\ oz Yoy 0z
_ Ovg % ov,

_833+8y 0z

0 0 . . .
< (Exvz + Eyvy + €,0)
(3.40)

Im Unterschied zum Gradienten ist die Divergenz eine skalare Grofie.

Eine weitere niitzliche mathematische Operation ist das Kreuzprodukt des Nablaopera-

tors mit einem Vektorfeld, genannt Rotation,
rotv =V x v (3.41)

In kartesischen Koordinaten gilt
Oy Vg Oyvz — 0,y €r €&y €
rotv= [0y | X vy | = |0:0s =0z, | =| O Oy O (3.42)
Orvy — Oy Vp Uy Vg

0. Uz
Die Rotation ist also auch eine vektorielle Grofle. Hier ist zu beachten, dass die Deter-

minantenschreibweise nur gilt, wenn nach der ersten Zeile entwickelt wird.
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

Wir berechnen Divergenz und Rotation des Vektorfeldes ¥ = (xz,2yz, 2).
divi=V o

0 0 0
xz+ —2yz + —

~ o oy 82"
=z4+2z+1
=3z+1
rotv =V x v
ér &y &,
=| 0, 0y 0,
Tz 2yz @z
o 0y 0. s 0y 0, P Or Oy
T 292 2 Vi zz 2z *lxz 2yz
=é,(0—2y) —é,(0—x)+é,(0-0)
—2y
= x
0

Die Rotation ist ein Ma8 fiir die Drehung eines Vektorfeldes. Wir betrachten dazu einen

starren Korper, dessen Bewegung durch den Vektor der Winkelgeschwindigkeit, & =
|w|é. beschrieben wird.

W=weé, y

G
L

Der Geschwindigkeitsvektor eines Massenpunktes am Ort 7 ist dann gegeben durch

ér €y € —wy
i(f)=adxiF=| 0 0 w|= wx (3.43)
Yy oz 0
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3.3. Gradient, Divergenz, Rotation in kartesischen Koordinaten

Der Vektor liegt also in der xy Ebene. Daraus folgt fiir die Rotation

€xr €&y €
roti=Vxi=| & & £ |=23, (3.44)
—wy wzxr 0

sodass die Rotation sowohl die Richtung als auch die Geschwindigkeit der Drehung
widerspiegelt.

3.3.3 Quellenfreie und wirbelfreie Vektorfelder

Die folgenden wichtigen Beziehungen gelten in beliebigen Koordinaten:

rotgrad® =V x V& =0 (3.45)
divrott =V -V x7=0

e Ein Feld, das sich als Gradient eines Potentials schreiben ldsst, hat Rotation Null,
und heifit wirbelfreies Feld.

Umgekehrt folgt aus rot F = 0 die Existenz eines Potentials ® sodass F = —V®.
Wirbelfreie Felder heiflen auch konservative Felder, weil entlang eines geschlossenen
Weges C' keine Arbeit verrichtet wird:
W:/ﬁ.dfz—/vq»dfch(A)—cb(A):o (3.46)
C C

Fiir geschlossene Integrationswege verwendet man auch die Notation §.

Wir hatten bereits gesehen, dass sich die Gravitationskraft in der Form F = —V® schreiben lisst.
Wir haben c
F=——7
r3

T &
+
o)
I

Or
Z
r3

Aufgrund der Symmetrie der Ausdriicke (die Determinanten die mit dem Basisvektor é, mul-
tipliziert werden enthalten jeweils die anderen beiden Komponenten) betrachten wir nur den
ersten Term:

Oy 0. 0 z a vy —-32y —-32z
1 2 = — G = —Y—— =
%5 % Ooyrd  Ozr3 Aoy YAy

Da F radial gerichtet ist, gibt es anschaulich keine Rotationskomponente.
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

e Ein Feld, das sich als Rotation eines anderen Feldes schreiben lésst, hat Divergenz
Null und heifit quellenfreies Feld. Ein wichtiges Beispiel ist das magnetische Feld
B, welches sich mit Hilfe des magnetischen Vektorpotentials in der Form

B=rotA=V x A (3.47)
schreiben ldsst. Wegen div rot A=0 gilt die Gleichung
divB=V-B=V-(VxA) =0 (3.48)

Diese Gleichung ist eine der Maxwellgleichungen, und formuliert die Tatsache, dass
es keine magnetischen Ladungen gibt.

Ein quellenfreies Feld hat nur eine rotierende Komponente. Der Fluss durch eine
beliebige geschlossene Fliche (z.B.. eine Kugel) ist Null.

3.3.4 Laplaceoperator

Der Laplaceoperator, A, ist definiert durch seine Wirkung auf ein Skalarfeld f:

Af = div(gradf)

=V-(Vf)
= (€20, + €,0, + €:0z) - <émg£ + éygjyc + é;;ﬁ)
2 2 2
- gﬁ gy’; 22]20 (3.49)
Das kénnen wir auch in der Form
A=V.-V
i (3.50)

T 022 oy? 022

schreiben. Die erste Zeile gilt allgemein, die zweite Zeile nur in kartesischen Koordina-
tensystemen.

Z.B. geniigt das elektrische Potential der folgenden Differentialgleichung (Poissonglei-
chung, oder Laplacegleichung wenn p = 0):

AP = —g (3.51)
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3.4. Gradient, Divergenz, Rotation in anderen Koordinaten

3.3.5 Rechenregeln

Fiir Skalarfelder f, g und Vektorfelder ¢/, @ gelten die Beziehungen

V(fg)=fVg+gVf
V(@ W) = (V- V)W + (0 - V)T+ T x (V x W)+ x (V x7)
V‘(f_'):wa—H}-Vf
V- @ xw)=w-(Vx0)—10-(V xd)
V- (Vf) = div (grad f) Af (Laplaceoperator)
V- (V x ¥) =div (rot ¥) =0 (quellenfrei)
V x (Vf) = rot (grad f) =0 (wirbelfrei)

VX fo=fVxT7+Vfxv
VX (@xw)= (- V)T —w(V-9)+9d(V-d)— (¢ V)d
I

Zur Ubung beweisen wir die erste Zeile:

V(fg) = (9:(f9),0y(f9),0:(f9))
= (90 f + f029, 90y f + fOy9,90.f + fO.9)
= (90zf, 90y f,90-f) + (09, fOyg, f0-9)
=90z f,0yf,0:f) + f (029,049, 0-9)
=gVf+[fVyg

3.4 Gradient, Divergenz, Rotation in anderen Koordinaten

Die soeben kennengelernten Differentialoperatoren beschreiben die rdumliche Variation
von Skalar- und Vektorfeldern. Wie schon im Fall von zeitabhéingigen Vektoren fiithrt
die Ortsabhéngigkeit der Basisvektoren in krummlinigen Koordinatensystemen zu etwas

komplizierteren Ausdriicken im Vergleich zu kartesischen Koordinaten.

3.4.1 Polarkoordinaten

Am einfachsten lassen sich die Zusammenh#nge wieder in Polarkoordinaten verstehen.
Um den Nablaoperator in Polarkoordinaten zu bestimmen, betrachten wir die Anderung
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

des Skalarfeldes f(7) zwischen den zwei Punkten ¥ = (r, ¢) und 7+d7 = (r+dr, p+dyp),

_of of
df = 8rdr+ Ogod('o (3.52)

Der Gradient soll unabhéngig von der Wahl der Koordinaten folgende Gleichung erfiillen:
df =dr-Vf (3.53)
wobei der Vektor d7 in Polarkoordinaten folgende Darstellung hat:

dr=dreé, +rdpeé, (3.54)

. X% i
dp =
90\\ 2
P
>

Der Gradient von f ist ein Vektor, und deshalb ebenfalls mit Hilfe von é, und é, dar-
stellbar:

Vf=ae + Bé, (3.55)
Mit diesem Ansatz erhalten wir
df =dr-Vf
= (dré, +rdpéy,) - (aé, + Bé,)
= adr + frde (3.56)

Der Vergleich mit Gleichung (3.52) ergibt

_of 5 _10f

= =— 3.57
= o b r dp (3:57)
und damit fiir den Gradienten von f in Polarkoordinaten
L of . 10f
= ép—— - 3.58
Vi=e or tee r Oy (3.38)
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3.4. Gradient, Divergenz, Rotation in anderen Koordinaten

Der Nablaoperator ist also in Polarkoordinaten gegeben durch

1
v:érg‘i_é[p* 8

5 T ey, (3.59)

Mit Hilfe des Nablaoperators konnen wir auch die Divergenz in Polarkoordinaten ablei-
ten, miissen dabei aber die Abhingigkeit der Basisvektoren von r und ¢ beachten:

96
ae; = Or(cos pé; +sinpé,) =0
0é, L N
a5 = Op(—sin pé, + cos péy )= 0 (3.60)

”

0éy A o .

90 = 0,(cos pé, +sinpé,) = —sinpé, + cos e, = é,

dé, o . . o .

Do = Oy, (—sin pé, + cos pé, )= — cos Yé, — sin pé, = —é, (3.61)

Die Divergenz des Vektorfeldes ¢ ist damit

0 10
V. -v= (éT—i_é(Pr ) : (Urér+v<pé<p)

ar %
[, 8. .31 1. [0, . o,
=é - |:ar(vrer) + aT(%%)} TG [a(p(vrer) + a@(”s&es&)}
. %A oé, +6upA . 0é,
T e T g T e T g
0 0
+1A %A + v %jLav‘pA + v aéw
r 2 0 " T O 0p T ¥ Oy
—
ép —ér
L PRSP L1 3 PR N SO L. I S Y PRI
o= or L L rop L 2 L o L P2
1 1 0

~Ove 1 1%

—vp + — 3.62
aor + e + r Oy ( )
Die Divergenz wird {iblicherweise noch folgendermafien umgeschrieben:
L 10 1 Ov,

Den Laplaceoperator erhalten wir, in dem wir in den Ausdruck fiir die Divergenz den
speziellen Vektor

~~ ~——
U Ve
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

einsetzen:

Af=V. -Vf
10 0f 10 10f
r@rr\ﬁr/ rdp rdp

Uy v

1af  f 1 0%f

Wir berechnen die Divergenz des radialen Vektorfeldes ' = ré,:

In kartesischen Koordinaten gilt 7 = xé, + yé,, und
V- ¥ =02+ 0yy =2

Die Divergenz ist also unabhéngig vom Koordinatensystem. Héatten wir die Divergenz in Polar-
koordinaten als V - ¥ = 0,v, + O,v,, definiert, wére das nicht der Fall.

3.4.2 Zylinderkoordinaten

Die Herleitung der Differentialoperatoren kann auf demselben Weg wie fiir Polarkoordi-
naten erfolgen. Fiir die Ableitungen der Basisvektoren ergeben sich folgende Beitrige:

g‘z _e,, Bo__, (3.66)

dp
Alle anderen Ableitungen sind Null.

Der Gradient eines Skalarfeldes f in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch
of . 10f . 0f

und fiir den Nablaoperator gilt entsprechend
0 10 0
=é,—+é,—— +é,— 3.68
\Y epap+e¢p8w+ezaz (3.68)
Die Divergenz eines Vektorfeldes ist gegeben durch
10 10v ov
V-i=-— e - 3.69
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3.4. Gradient, Divergenz, Rotation in anderen Koordinaten

Im Unterschied zu den Polarkoordinaten konnen wir in drei Dimensionen auch die Ro-
tation definieren, welche in Zylinderkoordinaten durch

L1 (Ov. Qu,\ ., (Ov. Ov,\ 1. ((pv,) v,
V”‘pep(aqy paz) %<ap az)+p62< o Iy

1 éP pélp éz

_La e o (3.70)

p
vV, PUp Vs

gegeben ist (die Determinante muss nach der ersten Zeile entwickelt werden).

Schliellich haben wir noch den Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten:

10 ([ of 1 02f  9%f
Af=—-—"2 (2L — Ly 2 71
f pdp (pap) T g T 922 (3.71)

Das Magnetfeld eines vom Strom I durchflossenen Leiters in der z Richtung ist gegeben durch

5 Hol -y r
B =t .
2 <x2—|—y26 Jr91:2—i—yQ€y>

.
Um die Divergenz und die Rotation von B zu berechnen, transformieren wir zuerst in Zylinder-
koordinaten

= I | —psin . . cosp, . .
B =Ho [pQSD(cosgpep —sinpé,) + p = @(smcpep—i—coscpe@)]

27 P
11
= ZL* €, (—sin g cos ¢ + sin p cos @) +é, (81112 @ + cos? ©)
™
p ~ ~
pol 1,
="—-¢
21 p 7

Das Feld hat die Komponenten B, = 0, B, = uol/2mp und B, = 0. Daraus erhalten wir

- 10 pll
V. B=-2H2Z
pOp 2m p
ol ree e
vazf 6,) 8@ 82 :0
Plo pil 0

Das Ergebnis V x B =0 ist iiberraschend, weil es sich bei B offensichtlich um ein Feld mit
einer Drehkomponente handelt. Dieser Widerspruch hat damit zu tun, dass das Magnetfeld im
Ursprung (dort wo der Strom fliefit) singulér ist. Wir werden im néchsten Kapitel sehen, wie
diese Schwierigkeit umgangen werden kann.
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Kapitel 3. Vektoranalysis: Differentialrechnung

3.4.3 Kugelkoordinaten

Der Gradient eines Skalarfeldes f ist gegeben durch

. of .1of . 1 Of
vf_eTE—i—ea;%—i_%rsinH%

Der Nablaoperator hat entsprechend die Form

Vet d b Db O
~Tor T r o0 “rsinf Op

Die Divergenz ergibt sich als

19, , 1

Vo= )t g aet

sin Qvg) +

Die Rotation kann in der Form (Entwicklung nach der ersten Zeile)

ér rég rsinbe,
Or Oy 0,

v TV9 7Tsinfu,

1
Vxg—
v r2siné

geschrieben werden, und der Laplaceoperator ist gegeben als
10 [ ,0f 1 9 (. of
Af =—-—(r?=L — 0—

/ r2 dr (T 8r>+r2sin¢989 (Sm 80>+

Wir berechnen die Rotation des Feldes

Fee

In Kugelkoordinaten erhalten wir

= 1 é. rég rsinde,
VxF= O 0Oy 19)
2 o T ©
r2sin 6 77% 0 0

rsinf Jp

r2sin? @ Op?

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

Das Feld hat in diesen Koordinaten nur eine Komponente F,.. Da die Ableitungen von r nach 6

und ¢ verschwinden ist die Rotation Null.
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3.4. Gradient, Divergenz, Rotation in anderen Koordinaten

3.4.4 Orthogonale, krummlinige Koordinaten in drei Dimensionen

Die Faktoren in den Differentialoperatoren im Vergleich zu kartesischen Koordinaten ha-
ben mit der Anderung des Ortsvektors bei Variation einer Koordinate zu tun. Betrachten
wir orthogonale Koordinaten u(x,y, z),v(z,y, 2), w(z,y, z), dann haben wir zunéchst

or or or

dr = 8—du + 87d v+ 8—dw (3.77)
was mit den Koeflizienten
or or or
% —hu, ‘8’(} —hv, ‘al,u —hw, (378)

und é, = (07/da)/hy (Kapitel 2) zu folgender Darstellung fiihrt:

dF = hyduéy + hydvéy, + hydwéy, . (3.79)

Wiéhrend in kartesischen Koordinaten h, = hy, = h, = 1 gilt, ist das im Allgemeinen
nicht der Fall. Entsprechend ergeben sich die Differntialoperatoren wie folgt:

Lof 1 0f 1. 0f
Vi= Z he 90 By 0u  hy 0 Ty 0w (3:80)
o 1 3
B 1 huéu hvev Py

VxA= Oy 0y O (3.82)
hady hoAy oAy

Die Ausdriicke ), und ], sind hier so zu verstehen, dass « die Werte u, v, w durchlauft.

Aus den entsprechenden Definitionen in Kapitel 2 folgt fiir Zylinderkoordinaten

und fiir Kugelkoordinaten
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4 Vektoranalysis: Integralrechnung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Integralen von Vektorfeldern, und insbe-
sondere mit mehreren Sétzen die Zusammenhénge zwischen Kurven-, Flichen- und Vo-
lumnsintegralen herstellen.

4.1 Kurvenintegrale

Als erstes betrachten wir Kurvenintegrale von Vektorfeldern der Form

B"_, —
W:/A F(7)-dr (4.1)

Hier bezeichnen A und B die Anfangs- und Endpunkte einer Kurve. Die Notation ist
physikalisch motiviert: wenn F (7) ein Kraftfeld ist, dann entspricht das obige Integral
der Arbeit W die an einem Teilchen bei der Verschiebung von A nach B verrichtet wird.
Fiir eine infinitesimale Verschiebung ist dW = F - d7 = |F||d7|cosa, also gleich der
Verschiebung dr = |d7] mal der Komponente von F in Richtung von dF.

Der Vektor d7” hat je nach Koordinatensystem eine andere Darstellung (siehe Gl. 3.79)

Kartesische Koord. (2D) : dr = dzé, + dyé,
Kartesische Koord. (3D) : di' = daé, + dyé, + dzé.

Polarkoordinaten : dr' = dré, + rdeé, (4.2)
Zylinderkoordinaten : dr = dpé, + pdpé, + dzé,
Kugelkoordinaten : dr’ = dré, + rdfég + rsin fdpeé,

In kartesischen Koordinaten erfolgt die Berechnung von Kurvenintegralen durch separate
Integration der einzelnen Komponenten. Z. B. haben wir in zwei Dimensionen

YyB

zTp
W= / Foa,y)de+ [ Fy(e.y)dy (4.3)
TA

YA

(z4,y4) und (zp,yp) sind die kartesischen Koordinaten der Anfangs- und Endpunkte
A und B. Fiir die Integration entlang der Kurve von A nach B miissen wir im ersten
Integral y als Funktion von z kennen, und im zweiten Integral = als Funktion von .
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4.1. Kurvenintegrale

Wir berechnen die Arbeit, die von dem Kraftfeld F = zyé, +y2é, verrichtet wird, wenn ein Teil-

chen von A = (0,0) nach B = (1, 1) verschoben wird. Dazu betrachten wir zuerst die Kurve C

mit y = 2, und dann die Kurve Cy mit y = 2.

Die Arbeit ist in beiden Féllen gegeben durch

1 1
W :/ J;ydx—I—/ y2dy
0 0

Entlang C7 haben wir z = y, und damit

1 1
1 1 2
W = 24 qy=-+-=2
/03: x+/0yy 3+3 3

Auf der Kurve Cs gilt y = 22, und somit

Dass die Arbeit von der Wahl des Weges abhéngt spiegelt sich auch in V x F = —xé, # 0 wieder.

Alternativ konnen Kurvenintegrale auch mit Hilfe einer Parametrisierung der Kurve
berechnet werden. Darunter verstehen wir eine Darstellung (z(s), y(s)) (also zwei Funk-
tionen die vom Parameter s abhingen), die fiir s € [s4, sp] jeweils den Koordinaten
eines Punktes auf der Kurve entspricht. Das Integral hat dann die Form

dx %

W= /AB [Fx(x(s),y@))ds + Fy(w(s), y(s)) | ds (4.4)

Fiir die Kurve Cy des vorherigen Beispiels verwenden wir

r(s)=s, y(s)=s*, 0<s<1
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sowie da/ds = 1 und dy/ds = 2s. Wir erhalten
1
w :/ (3321+s42s)ds
0
1
= / (53 + 255) ds
0

84 86 '
B (4 i 3)

0

12

Wie erwartet erhalten wir dasselbe Resultat wie oben.

4.2 Flachenintegrale

4.2.1 Zwei Dimensionen

In zwei Dimensionen hat ein Flachenintegral die Form

I= /A f(7)dA (4.5)

Wir integrieren also ein Skalarfeld und erhalten wiederum einen Skalar. Fldchen werden
oft mit den Buchstaben A (area) oder S (surface) bezeichnet, und dasselbe gilt auch fiir
das infinitesimale Fliachenelement, dA oder dS. In orthogonalen Koordinatensystemen
wie etwa kartesischen oder Polarkoordinaten ist das Flachenelement ein Rechteck,

Kartesische Koordinaten : dA = dady

Polarkoordinaten : dA = rdedr (4.6)

Das Flachenintegral kann dann als ein Doppelintegral iiber x und y bzw. {iber r und ¢
aufgefasst werden. Z. B. berechnet sich die Fliache eines Kreises mit Radius R als

R 2 R R2
A= / dA = / rdr/ dp = 271/ rdr = 2r— = TR* (4.7)
A 0 0 0 2

4.2.2 Drei Dimensionen

In drei Dimensionen kann man einer Fldche nicht nur einen Inhalt, sondern auch eine
Richtung zuordnen. Die Richtung ist in der Regel durch einen Normalvektor der Fliche
festgelegt. Das vektorielle Flachenelement wird mit dA oder dS bezeichnet.

e Fiir geschlossene Flichen (z.B. die Oberfliche einer Kugel) zeigt der Vektor ds
per Definition nach auflen.
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4.2. Flichenintegrale

e Fiir offene Flichen die von einer Kurve C begrenzt werden kann man die Richtung
so festlegen: wenn die Finger der rechten Hand in die Durchlaufrichtung von C
(gegen den Uhrzeigersinn) zeigen, dann soll der Daumen die Richtung von ds
angeben (Rechte-Hand-Regel).

e Eine niitzliche Darstellung ist
dS = adS = aldS]| (4.8)
mit dem normierten Normalvektor n.

Da der Vektor dS seine Richtung auf einer beliebigen, krummen Flache S von Punkt
zu Punkt &ndert, ist die Berechnung von allgemeinen Flichenintegralen schwierig. Ver-
einfachungen sind oft durch die Wahl geeigneter Koordinaten méglich, sodass auf der
Fliche zumindest eine Koordinate konstant ist.

Kartesische Koordinaten

yz Ebene, z = const : ds = +dydzé,
xz Ebene, y = const :  dS = +£dzdzé, (4.9)
xy Ebene, z = const : dS = +dzdyeé,

Zylinderkoordinaten

obere Kreisfliche, z = const : ds = +pdepdpé, (4.10)
Zylindermantel, p = const : dS = pdpdzé, '
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Kugelkoordinaten

Kugeloberfliiche, r = const :  dS = rsin0dgrdf é, = r2 sin fdpdhe, (4.11)

z

Das Resultat eines Flidchenintegrals in drei Dimensionen kann entweder ein Skalar oder
ein Vektor sein.

Beispiel
Wir betrachten die Oberfliche S einer Halbkugel mit Radius R, 0 < ¢ < 27, und 0 < 6 < 7/2.

Fiir das Integral |, ¢ dS bendtigen wir das skalare Flichenelement dS, gegeben als
dS = [dS| = |R? sin0dfdpé,| = R? sinfdfdyp

Damit bekommen wir
w/2 2m w/2 m/2
/ dS = R? / de / dpsind = 27 R? / dfsinf = 27 R*(—cosf)| = 2w R?
S 0 0 0

0
=27

Um das Integral [ g dS zu berechnen, bendtigen wir
dS = R? sinfdfdpé,

Wegen dS ~ é, sndert sich die Richtung von dS als Funktion der Winkel. Um das Integral zu
berechnen, schreiben wir deshalb é, mit Hilfe der kartesischen Basisvektoren [Gl. (2.42)]

ér =sinflcospé, +sinfsinpé, +cosbdé,
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4.2. Flichenintegrale

und erhalten

R w/2 27
/dS = RQ/ de dpsinf é,
S 0 0

w/2 27
:R2/ dﬁsinﬁ/ dp (sinf cos p é; +sinfsinp é, + cos b é.)
0 0
w/2
= RQ/ dfsin 6 [sin fsin p é, — sinf cos p é, + <,0cos€éz][2)7T
0

Wegen sin 0 = sin 27 und cos 0 = cos 27 verschwinden die ersten beiden Terme. Der dritte Term
gibt einen Faktor 27. Damit folgt

. /2
/ dS = 27 R? / dfsinfcosbé,
S 0

[7TR2 sin? 0 éz] 3/2
=nR%¢,

Die vektorielle Integration ergibt also einen Normalvektor der in die z-y Ebene projizieren Fléche.
Die Lénge des Vektors entspricht dem projizierten Flicheninhalt R?7.

Skalare Fldchenintegrale erlauben z.B. die Berechnung des Flusses eines Vektorfeldes
durch eine Fléche,

F:/j‘-dg (4.12)
S
Hier kann j z.B. die Stromdichte einer Teilchenstromung sein,

j=niv (4.13)

also die Zahl der Teilchen die sich pro Zeit- und Flacheneinheit durch eine Fliche normal
zum Fluss bewegt.

Beispiel
Wir betrachten einen Teilchenstrom f: nt = —nw(sin b, 0, cos #). Wie grof ist der Fluss F' den
ein Detektor mit einer kreisformigen Apertur mit Radius a misst?
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Die Antwort erhalten wir aus dem Integral (wir verwenden Zylinderkoordinaten)

F:/]’-d§
S

= / nu(—sinfé, — coshé.) - (pdpdpé.)
5

2m a
:fm)cosf)/ dga/ dpp
0 0

= —nw cos § ma?
= (—nvcosf)A,

also das Produkt aus der Detektorfliche A und der Projektion von ; in die Detektorebene.

4.3 Volumenintegrale

Im Unterschied zu einer Fliche kann man einem Volumen keine Richtung zuordnen.
Entsprechend sind sowohl das Volumen V' als auch das Volumenelement dV Skalare.
Volumenintegrale haben die Form

I= / f(mHdv (4.14)
\4
oder
I / B(F)dV (4.15)
\%4
Im ersten Fall ist das Ergebnis ein Skalar, im zweiten Fall ein Vektor.

Das Volumenelement ist ein infinitesimaler Quader. Wir haben

Kartesische Koordinaten : dV =dxdydz
Zylinderkoordinaten : dV = pdepdpdz (4.16)
Kugelkoordinaten : dV = rsindy rdd dr = 2 sin 0dpddr

4.4 Jacobideterminante

Die Jacobideterminante erlaubt eine systematische Berechnung des Flichen— bzw. Vo-
lumenelementes in nichtkartesischen Koordinatensystemen.

Wir betrachten eine Koordinatentransformation (z,y) + (u,v) in zwei Dimensionen.
Wihrend eine Variablensubstitution fiir ein Einfachintegral zu

b d T
/f(:c)da::/ f(a:(u))%du (4.17)
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4.4, Jacobideterminante

fithrt, gilt fiir ein 2D Integral {iber ein Gebiet R!

J[ rewgray= [ f<x<u,v>,y<u,v>>\a("’”’y) dudy (413)
R N—— R 8(u, U)
dA —
dA
Die Jacobideterminante ist definiert als
ox,y) A A
D) det <8uy &,y> = Oy Oy — Opx Oy (4.19)

und beschreibt die Transformation zwischen den Flichenelementen dxdy und dudv. Man
beachte, dass im Integral der Absolutwert der Determinante steht.

Wenn wir den Ortsvektor in der Form 7 = x(u,v)é; + y(u,v)é, schreiben, ergeben sich
die (nicht normierten) Basisvektoren im neuen (u,v) System aus (Gl. 2.17)

Y 4o [(Oux Y oo [Owx
€y = 0,7 = <au > , €y =0, = (811 > . (4.20)

Somit entsprechen die Spalten der Jacobimatrix der Darstellung der Vektoren €, €, im
alten System (z,y), und die Jacobideterminante ist gleich dem Absolutwert |€, X &,],
also dem Flicheninhalt des Parallelogramms das von €, €, aufgespannt wird.?

Fiir die Transformation von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten gilt (u =r, v = )

z(r,p) =rcosp, y(r,p) =rsing
und somit

INz,y) _ Orx  Opx _ get [CO8¥ —rsinp
o(r,o) Oy 0Opy) “\sing rcose

und somit haben wir fiir das Fldchenelement dA = rdrde.

) = r(cos® p +sin? ) =r

In drei Dimensionen gilt fiir das Volumenelement bei einer Koordinatentransformation
(x,y,2) = (u,v,w):

(v, 2) (., 2) Oy Oy Oy
dV =dexdydz = | ——"%|dudvdw, ——==det|dyy oy 0wy | (4.21)
u”L)?w) (u7v7w)
Ouz Opz Opz

'Das Gebiet R hat in den neuen Koordinaten i.A. eine andere Form, R’. Man stelle sich R als Kreis
mit 2 + y? = R? vor. Wenn u, v Polarkoordinaten sind, entspricht R’ dem Rechteck [0, R] x [0, 27).
2Das Kreuzprodukt in zwei Dimensionen ist definiert als

a x g: a1b2 — a2b1 = det (al bl) .
a2 b2
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Kapitel 4. Vektoranalysis: Integralrechnung

Die Spalten der Jacobideterminante entsprechen wieder den Basisvektoren €y, €,, €.
Die Determinante dieser drei Vektoren ist gleich dem Spatprodukt €, - (€, x €,). Der
Betrag des Spatproduktes, |€, - (€, X €y)], ist gleich dem Volumen des Parallelepipeds
das von den drei Vektoren aufgespannt wird. Der Zusammenhang zwischen dA bzw. dV
und den Vektoren é, impliziert allgemein dA = g,g,dudv bzw. dV = g, 9, gwdudvdw.

4.5 Satz von Green

Wir betrachten das Integral der Ableitung f’(z) iiber das Intervall [a, b],

/ b dﬁff) dz = f(b) - f(a). (4.22)
y A
df
dz >
a b X

Die Punkte x = a und = = b kénnen wir als den Rand der eindimensionalen Menge
S = {z|a < z < b} betrachten. Gleichung (4.22) besagt, dass das Integral von f’(z) iiber
S durch die Werte der Stammfunktion f(z) am Rand (also an den Punkten a und b)
bestimmt ist.

Der Satz von Green stellt eine Erweiterung von Gl. (4.22) auf zwei Dimensionen dar,
und hat die Form 90 op

dS | -+ ) = Pd dy) . 4.23

[as(52-50) = f.rac+qu (4.29

S sei hier ein Gebiet in der z-y Ebene, dessen Rand durch die geschlossene Kurve C
gegeben ist: Die Kurve C' wird entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen.

Die Funktionen P(x,y) und Q(z,y) sind beliebig, werden spéter aber als die Kompo-
nenten v, und v, eines 2D Vektorfeldes aufgefasst werden.

Gleichung (4.23) stellt, dhnlich wie Gl. (4.22), einen Zusammenhang zwischen dem In-
tegral der Ableitungen von P und @ iiber S, und dem Integral von P und @) selbst
iiber den Rand C von S dar. Der Integrationsbereich auf der rechten Seite, C' = 0.5, hat
eine um eins niedrigere Dimension als der Integrationsbereich auf der linken Seite, S.
Entsprechend tritt auf der rechten Seite von Gl. (4.22) kein Integral auf.
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4.5. Satz von Green

ylk

Ky
Q
Ky

Zum Beweis des Satzes betrachten wir das Intervall [a, b], und teilen den Rand C' in zwei
Kurven y;(z) und ya(x) auf. Das Fldchenelement ist dS = dzdy. Fiir das Integral von
0y P finden wir

OP OP b ¥2(2) gp
ds— :/dxd — = dx/ —d 4.24
/s oy~ Js Yoy T, w(z) OV Y (4.24)
b
=/dﬂmamm»—ﬂam@m
a

=— /abd:c P(z,y1(x)) — /ba dx P(z,y2(x))
__ fc dzP(z, y(z))

Eine dhnliche Rechnung liefert

e
[ 4552 = § avQeato).v) (1.25)

und zusammen liefern die beiden Ergebnisse genau Gl. (4.23).

Der Satz von Green kann auch mit Hilfe von Vektoren geschrieben werden. Dazu be-
trachten wir P und @ als die Komponenten des Vektorfeldes 7 = (P, Q). Wenn wir die
Fléche S in der xy-Ebene als im dreidimensionalen Raum eingebettet betrachten, dann
konnen wir den Integranden auf der linken Seite von Gl. (4.23) als die z-Komponente
der Rotation von ¥ interpretieren:

oQ GP_%_O%

oxr Oy  Ox oy

Mit der Schreibweise dS = dSé, (das vektorielle Flachenelement der Fliche S; S liegt
in der x-y Ebene) erhalten wir die Vektorform des Satzes von Green:

/S(vw)-ds*:fcﬁ.df (4.27)

Die rechte Seite ist dquivalent zur rechten Seite von Gl. (4.23) da

=(V x1),=(Vx7)-é (4.26)

U - dr = vydx + v,dy = Pdx + Qdy (4.28)
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Kapitel 4. Vektoranalysis: Integralrechnung

Wir werden sehen dass sich Gl. (4.27) auf allgemeine (gekriimmte) Fléchen S und deren
Rand C' verallgemeinern lésst (Satz von Stokes).

Wir verifizieren den Satz von Green anhand des Vektorfeldes 7 = xy é, + 2%é, und des quadra-
tischen Gebietes S mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (1,1) und (0, 1).

YA
Cs

1 <

Cyy S }\02

Cy

0 1 X
Fiir die z-Komponente der Rotation von ¢ finden wir
ov 0vy,
VXt),=—2—-—"=2r—1=
( v) pe oy rT==x

Das Integral auf der linken Seite von Gl. (4.27) ergibt [dS = dazdyé.]

= 1 1 1 1
/(Vxﬁ)-dS:/dx/ dyx:/dxx:f
s 0 0 0 2

Zur Berechnung des Linienintegrals teilen wir den Rand C' in die Teilstiicke C, Cs, C5 und C4
auf. Mit 7= zé, + yé, und d7 = dzé, + dyé, gilt

Ci: y=0, dif=éydz, U-di=(zyé, +z°¢y)- (éydx) = zydz =
Co: =1, di=¢é,dy, v -dF= (zyé, +2%é,)- (é,dy) = 2?dy = 1dy
Cs: y=1, di=é,dz, v -dF= (zyé, +2°¢,)- (é,dz) = zydr = zdz
Cy: =0, dFi=¢,dy, v -dF = (zyeé, +2%¢,) (é,dy) =2dy =0

Die Richtung des Vektors d7” hingt hier noch vom Vorzeichen von dx bzw. dy ab.

Weil auf C7 und C4 wegen y = 0 bzw. x = 0 der Integrand verschwindet, miissen nur Cy und Cj
betrachtet werden, wobei z = 1 auf C5 und y = 1 auf Cs gilt. Wir haben somit

1 0
1 1
fﬁ-dr":/ x2dy+/ mydx:/ 12dy—|—/ zde=1—-=—
c Cs Cs 0 1 2 2
——

dz<0

Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus der Definition, dass der Weg C' entgegen dem Uhrzei-

gersinn zu durchlaufen ist.
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4.6. Satz von Stokes

4.6 Satz von Stokes

Der Satz von Stokes ist formal identisch zu Gl. (4.27),

/g(vXa)-d§:]{Cﬁ-df (4.29)

Wihrend der Satz von Green auf ebene Fliachen S beschriankt ist, gilt der Satz von
Stokes fiir beliebige, gekriimmte Fléchen in drei Dimensionen, welche von der Kurve C
begrenzt werden. Obwohl es zu einer Kurve C' unendlich viele Flidchen S gibt, besagt
Gl (4.29) dass fiir all diese Flichen das Integral [¢ (V x 7) - dS denselben Wert hat.

‘é@

C

Auch ohne einen formalen Beweis kann die Giiltigkeit des Satzes von Stokes anschaulich
begriindet werden. Dazu betrachten wir eine allgemeine Fliche S mit Rand C, und
unterteilen sie in so viele kleine Stiicke S; wie notwendig, um jedes einzelne Stiick als
eine ebene Fliche auffassen zu kénnen:

Wenn wir das Integral |, s (V x 7)- dS; fiir jede dieser ebenen Teilflichen berechnen und

summieren, erhalten wir gerade [¢(V x ©) - dS. Bei der Addition der Linienintegrale
heben sich aufgrund der entgegengesetzten Orientierung von benachbarten Teilflichen
alle inneren Beitriage auf, und es bleibt nur fc ¥ - dr. Aus der bewiesenen Giiltigkeit des
Satzes von Green fiir ebene Fliachen folgt damit der Satz von Stokes.
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Kapitel 4. Vektoranalysis: Integralrechnung

Wir priifen die Giiltigkeit des Satzes von Stokes anhand des Vektorfeldes v = yé, — zé, + zé.,
und (a) der Fliche S; definiert durch 2% + y? < R?, z = 0 (Kreisscheibe in der z-y Ebene), (b)
der Fliche Sy definiert durch x? 4+ % + 22 = R?, 2 > 0 (Halbkugel).

> >

A

x T

Die Kurve C' ist in beiden Féllen dieselbe, ndmlich ein Kreis mit dem Radius R. Zur Berechnung
des Integrals verwenden wir Kugelkoordinaten mit » = R und 6 = w/2 (entsprechend gilt dr =0
und df = 0). Das Linienelement aus Gl. (4.2) vereinfacht sich in diesem Fall zu

dr = dré, + rdfég + rsin 0dpé, = Rdpé,

Damit haben wir
% v-dr = % (yésr — xéy + 0€,) - (Rdpé,,)
C C

2
= /0 (Rsin pé, — Rcospé,y) - (—sinpé, + cos pé, ) Rdy

2m
=—R? / (sin? ¢ 4 cos? p)dy
0

= —27R?

Um die Fliachenintegrale zu berechnen, benétigen wir die Rotation von
€z €y €
Vxiv=|0, 0y 0, |=—-2¢

Yy —x Zz

Auf S gilt ds = rdrdeé,, und damit

Vx7-dS = / (=2¢.) - (rdrdepeé.)
Sl Sl

R 2m
= —2/ rdr/ dep
0 0

R2

=252 = —27R?

Auf der Fliache S haben wir
dS = r?sinfdfdpé, = R*sin 6 df dp(cos @sin 0 &, + sin psinf é, + cos 0 &)
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4.6. Satz von Stokes

Damit ergibt sich
/ Vx7-dS= [ (—26.)- R?sinfdfdp(cos psin b é, + sin @ sin f éy +cosfé,)
S2 S2

:—2R2/ sin 6 cos 0 df dy
Sa
/2 27
= —2R2/ d@sin@cosH/ de
0 )0
1 (sin2 )’

1
= —2R? 12m = —27R?

Ampéresches Gesetz

Fiir Strome die nicht von der Zeit abhéngen lautet das Amperesche Gesetz
%é-dFZMOI:MO/f-dg. (4.30)
C S

Hier ist I der Strom durch die Fliche S, welche von der Kurve C' begrenzt wird, und J
ist die Stromdichte (die Ladung die pro Zeit und Fléche fliefit).

Mit dem Satz von Stokes kénnen wir das Kurvenintegral umschreiben,

}[Cé-df:/s(v x B)-dS (4.31)

und erhalten damit

/(Vx§)~d§:uo/f-d§ (4.32)
S S

Da diese Gleichung fiir eine beliebige Fléche S gilt, muss auch die differentielle Form des
Ampereschen Gesetzes gelten:
V x B = uoJ (4.33)

In Kapitel 3 hatten wir das Magnetfeld eines idealen Leiters betrachtet, der sich in z-Richtung
erstreckt und von einem Strom I durchflossen wird. Es gilt

- I
B=Ft"¢,
2mp

sowie V x B = 0. Fiir p > 0 ist das konsistent mit V x B= uoj, weil die Stromdichte aulerhalb
des Leiters Null ist.

Betrachten wir hingegen eine Fliache S die den Leiter einschlieft,
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Kapitel 4. Vektoranalysis: Integralrechnung

so ergibt sich aus V x B = 0 die inkonsistente Gleichung
/(Vxé)-dS*:o;éuoI
s

Die Erklarung liegt in der nicht zuldssigen Verwendung von B= ”Of) é, im Fall p = 0. Zum einen
ist die Division durch p nicht erlaubt, zum anderen ist die Richtung von é, nicht definiert. Mit
Hilfe des Satzes von Stokes kénnen wir auf einfache Weise das richtige Ergebnis erhalten. Dazu
ersetzen wir das Integral iiber S durch ein Integral iiber C' (mit p > 0). Mit [siche Gl. (4.2)]

di= dp é,+ pdpé, + dz é, = pdpé
Oppp‘Pap,O, pPAPE,

L L pol . ol [*M1
VxB-dS:fB-dT:%—e - pdpé :_/ —pdy = pol
/3 c c2mp ¥ ooy op

finden wir

4.7 Satz von Gaul

Der Satz von Stokes stellt einen Zusammenhang zwischen einem Fldachenintegral und
einem Integral iiber den Rand der Fliche (die Kurve C) dar. Der Satz von Gauf} zeigt den
Zusammenhang eines Volumenintegrals mit einem Integral iiber den Rand des Volumens
(die geschlossene Fliche S) auf. Er lautet

/V wdV = j{w as (4.34)

Der Integrand auf der linken Seite entspricht der Divergenz des Vektorfeldes w. Wir
konnen die Giiltigkeit des Satzes anhand eines wiirfelférmigen Volumens V' beweisen.

Ausgeschrieben in kartesischen Koordinaten lautet das Volumenintegral

/ V.-wdV = / <8wm it a(;uz) dzdydz (4.35)
z
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4.7. Satz von Gaul3

d§1<— ------- —> d§2

S

961 T2
Fiir das Integral iiber den ersten Term in der Klammer erhalten wir
Owy 72 Owy
v daxdydz = //dydz/ v
v Ox
= //dydz [wa (22,9, 2) — wa (21,9, 2)]
//dydzwx xr2,Y,z //dydzwx T1,Y,2 )

:/ w.d§2+/ @ - dS, (4.36)
So S1

wobeil wir d§1 = —é,dydz und dgg = é, dydz verwendet haben. Zusammen mit dem
zweiten und dem dritten Term in der Klammer in Gl. (4.35) ergibt sich Gl. (4.34)

Ein allgemeines Volumen V kann durch entsprechend viele und kleine Wiirfel angenéhert
werden. Die Summe der Volumenintegrale ergibt dann fv V - dV. In der Summe der
Oberflichenintegrale heben sich die inneren Beitrage aufgrund der entgegengesetzten
Richtung der Vektoren dS auf inneren Flichen auf, und es bleibt fs @ - dS.

Wir verifizieren den Satz von Gaufl anhand des Vektorfeldes
W= 1y’zé, + y3éy + xz€,.
Das Integrationsvolumen sei der Wiirfel mit —1 <z <1, -1 <y <1, und 0 < z < 2.

Die Divergenz ist gegeben durch
V@ = 0,y%2 + 8yy3 + 0.2 =3y +x

1 1 2
/v-wdvz/ dx/ dy/ dz (3y* + )
1% —1 —1 0
1 1
:/ da:/ dy (69 + 2x)
-1 -1

1 1
/ dz(2y® + 235y)’
—1

1

Das Volumnsintegral ist

:/1 dz(4 + 4z) = 8

1
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Kapitel 4. Vektoranalysis: Integralrechnung

S5
ZA
Sy
.—"'1
So < » —5
S3
>y
\
x 5o
Das Oberflichenintegral setzt sich aus den Beitridgen der sechs Flichen Sy,...,Sg zusammen.
Fiir den Integranden haben wir
Si1: o y=1, ds = éydzdz , @-dS = (y?zé, +y3é, +xzé,) - (eyd:rdz) = y3dadz
Sy: y=-1, dS= —éydxdz, @- dS = (y2z e, + y3é, +xz2é,) - (—éydadz) = —y*dadz
Sy: x=1, dS=é,dydz, W -dS = (y?zé,+y3¢y + x2¢,) - (éx dydz) = y?2dydz
Syt x=-1, dS=—é,dydz, W-dS = (y?zé, +y3é, + x2¢,) - (—é,dydz) = —y?2dydz
Ss: z=2, dS =eé,dedy, @-dS = (y*zé, +y3é, +x2é,) - (é,dady) = zzdzdy
Sg: z2=0, dS = —é.dzedy, @-dS = (y2zé, + yie, + zzé,) - (—é,dxdy) = —zzdady

Damit haben wir

foas=3 [ weas
:/_1dm/de(13)+/_1dx/2dz(—( /dy/ dz (y22)
/dy/dz yz /dx/dy2x /dx/dy

Die Integrale iiber S3 und Sy ergeben zusammen Null, ebenso liefern die Integrale iiber S5 und

S Null. Damit bleibt noch
1 2
j{tﬁ-dS:2/ dz dz =38
s -1 0

in Ubereinstimmung mit dem Satz von Gauf.

Gauflsches Gesetz

Mit Hilfe des Satzes von Gaufl lasst sich eine differentielle Form des Gaufischen Gesetzes

fﬁ(f‘) a§= 9= 1/ p(F)dV (4.37)
S \%

€0 €0
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ableiten. Mit
f{ B(F) - dS = / V. B(M)dV (4.38)
S 1%
erhalten wir

/V-E(F)d\/: 1/ p(P)dV (4.39)
1% € Jv

Da das Volumen beliebig gewihlt werden kann, muss gelten

V- E(f) = ”E? (4.40)

Teilchenzahlerhaltung in einer stréomenden Fliissigkeit

Wir betrachten eine stromende Fliissigkeit beschrieben durch die (Massen-)Dichte p(7, t)
und die Stromdichte j(7,t) = n¥. Da wir voraussetzen dass keine Teilchen erzeugt oder
vernichtet werden kénnen (Massenerhaltung), gilt fiir ein Volumen V' mit Oberfliche S

0

= dV = — ¢ 7-dS 4.41
o )" fé] (4.41)

Die zeitliche Anderung der Teilchenzahl oder Masse in V, gegeben durch fv pdV, ent-
spricht dem Teilchenfluss durch S, gegeben durch — fsj dS. Das Minuszeichen ist

notwendig weil dS per Konvention nach aufien zeigt, also entgegen einer Strémung in
das Volumen V welche zu einer Vergroflerung der Teilchenzahl fiithrt.

Der Satz von Gauf3 liefert

_fj.dgz_/v.jdv (4.42)
S 1%

a/ dV:—/ V-jdv (4.43)

Daraus erhalten wir die sogenannte Kontinuititsgleichung

und somit

P .
R - 4.44
5P V- (4.44)
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5 Fouriertransformation

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Fourierreihen, Fourierintegralen und der
Fouriertransformation. Alle drei Begriffe bezeichnen die Darstellung von Funktionen in
einer Basis von periodischen Funktionen (sin, cos, komplexe Exponentialfunktion) mit
vielfdltigen mathematischen, physikalischen und technischen Anwendungen.

5.1 Fourierreihen

Wir definieren eine periodische Funktion mit der Periode p durch die Eigenschaft

f(z+p) = f(z) (5.1)

Dabei setzen wir voraus, dass f(x) fiir alle reellen z definiert ist. Vertraute periodi-
sche Funktionen sind sin(z) und cos(x) (mit Periode p = 27), oder auch die konstante
Funktion f(x) = ¢ (p beliebig). Im Bereich der Physik treten periodische Funktionen
z.B. in der Form der Auslenkung einer schwingenden Saite auf (f(z) = 0 an den bei-
den Endpunkten), oder in der Form des elektrischen Potentials in einem Kristallgitter
[U(7+ R) = U(7); R ist ein Gittervektor].

Wenn f die Periode p hat, dann gilt auch

flz+np) = f(z) (5.2)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir zundchst Funktionen mit der Pe-
riode 27. Solche Funktionen lassen sich mit Hilfe der Funktionen

1, cosxz, sinx, cos2x, sin2x, ... (5.3)

in der Form einer sogenannten trigonometrischen Reihe darstellen:
o0
f(z) =ap+ Z (an, cosnx + by, sinnx) (5.4)
n=1

Wir nehmen an, dass die Reihe konvergiert, und die Summe f(z) hat. Die Bedingungen
dafiir diskutieren wir spéter. Zunéchst wollen wir herausfinden, wie die Koeffizienten a,,,
b, bestimmt werden konnen.
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5.1. Fourierreihen

Um die Formeln fiir a,, und b,, abzuleiten, stellen wir zunichst fest, dass die Funktionen
1, cosx, sinx, cos2zx, sin2xr, ... (5.5)

auf dem Intervall [—7, | orthogonal sind (m,n > 0):

/ sinmz sinnz dzr = 7, (5.6)

—Tr

iy
/ cos mx cosnx dxr = womn
—Tr

T
/ sinmx cosnxdr =0

—T
(Diese Bezichungen folgen aus [”_dze!™ = 2w, .)

Indem wir auf beiden Seiten integrieren erhalten wir aus Gl. (5.4)

o .

Unter der Annahme, dass wir die Summe und das Integral vertauschen diirfen, folgt

f(z)dx = ao/ dz + Z (an/ cos nxdz + bn/ sin n:rdx) (5.8)
- n=1 -m

7 — -7

ap + Z (an cosnz + by, sin nx)] dz (5.7)

n=1

Der erste Term ergibt 2wag, wihrend die anderen Terme alle verschwinden. Daraus folgt

ap = % /_7; f(z)dz (5.9)

Um a,, zu bestimmen, multiplizieren wir Gl. (5.4) mit cosmaz (m > 0), und vertauschen
Integration und Summation:

s

f(x) cosmadx = ao/ cos mz dx (5.10)

—Tr

e T
+Z <an/ cosna?cosm:zdx—i-bn/
n=1 -

s

sin nx cos mx dac)
—TT

(5.11)
Das erste Integral (mit ap) ist Null. Von den anderen gibt nur a,, ffﬂ cos nx cos mx fir

n = m einen Beitrag, der laut Gl. (5.6) a7 ist. Daraus folgt

™
ap = — f(z)cosnzdzr, n=12,... (5.12)
™ —T
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Die Koeffizienten b,, erfolgen aus der Multiplikation von Gl. (5.4) mit sinmaz und an-
schlieBender Integration:

1 ™
by = — f(z)sinnzdz, n=1,2,... (5.13)
™ —T
Eine Reihe der Form
S(x) =ap+ Z(an cos nx + by, sinnx) (5.14)
mit Koeffizienten
1 s
ag = — f(x)dz (5.15)
2 J_,
1 s
an = — f(z) cosnxdx (5.16)
™ —Tr
1 [/7 :
b, = — f(z) sinnaxdz (5.17)
™ —T

nennt man eine Fourierreihe. Wenn die Reihe konvergiert und die Summe gleich der
Funktion f(x) ist, schreiben wir

f(z) =ap+ Z(an cos nx + by, sinnz) (5.18)

Beziiglich der Konvergenz von Fourierreihen gilt:

e Ist f(x) periodisch mit Periode 2, stiickweise stetig im Intervall [—, 7] und besitzt
an jedem Punkt in [—m, 7| eine links- und rechtsseitige Ableitung, dann konvergiert
die Fourierreihe.

Die Funktion f(x) ist stetig im Punkt zp wenn gilt

Jim f(zo —h) = [-(20) = fi(z0) = lim f(wo+h) (5.19)

Die links- und rechtsseitige Ableitung am Punkt xg sind definiert als die Grenzwerte

- (z0) = lim flwo —h) = f(o) f' (20) = lim f(xo+h) — f(xo)

h—s0+ —h ’ h—0+ h

(5.20)

e Die Fourierreihe konvergiert gegen den Wert f(z) an allen Punkten an denen f(z)
stetig ist.

e An Punkten in denen f(x) unstetig ist, konvergiert die Reihe gegen den Mittelwert
der rechts- und linksseitigen Werte von f,

S(xo) = 5 [f+(x0) + f-(z0)] (5.21)
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5.1. Fourierreihen

Wir definieren die 27-periodische Funktion

-k, —m<z<0 _
f(x)={+k7 SR e = @
kL — — ]

O A
S
k| )

—3r 27 s 0 s 2r 3
i

Nachdem sich die Integrale in den Formeln fiir a,,, b, nicht durch den Wert von f(z) an einzelnen
Punkten éndern, ist eine Festlegung an den Punkten 0, £7 nicht erforderlich.

Wir finden

1" 1[0 T 1 0 "
ao = 5— 7Tf(x)da:—%r{/ﬂ(—k)dar;—i-/o kdx]:%{—k/ﬂdw%—k/o dx]zO

sowie

f(z) cosnzdx

—T

0 T
{—k/ cosnxdx + k / cos nxdx]
- 0

0 iy
|0
0

Ay =

SIEE I

1 . 1.
——sinne + —sinnz
n n

—T

weil sin(0) = sin(+7) = 0, und

1 ™
by, = f/ f(z) sinnzdx

T —T
1 0 ™

=— {—k/ sinnxdac+k/ sinnxdx}
™ - 0
k {1 0 1 W}

= — |=cosnz| — —cosnx
T |n - n 0
k

= — [cos(0) — cos(—nm) — cos(nm) + cos(0)]
nw
2k

_ — ]_ —
mr( Cos n)

Mit den Beziehungen

-1, n=1,3,5,... 2, n=13,5,...
cosnmw = , 1 —cosnm =
1, n=2,4,6,... 0, n=24,6,...
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Kapitel 5. Fouriertransformation

erhalten wir die Koeffizienten

4k 4k 4k
blzia b2:07 b3:77 b4:07 b5:7
m 3m

und fiir die Fourierreihe:
1 1
S(z) = — | sinx + - sin3z + —sinbz + - - -
T 3 5
Die ersten beiden Partialsummen sind

4k 4k 1
Sy =—sinz, S3=— (sinx—l— 3sin3x)

s ™

kL A
0+ S

kL A
-7 0 T

T
koL S?. A
—k | % sin 3x ]
-7 0 T

X

e Schon anhand von S; und Sj ist die Konvergenz der Fourierreihe qualitativ zu erkennen.
Insbesondere bilden die Koeffizienten b,, wegen |sin x| < 1 eine Nullfolge.

e An der Unstetigkeitsstelle z = 0 haben die Partialsummen (und die Fourierreihe) den Wert
11f+(20) + f-(z0)] = [k + (—k)] = 0. Auch fiir beliebig groBe Werte von N zeigt Sy an
Unstetigkeitsstellen sogenannte Gibbs-Oszillationen (siehe Wikipedia).

e Wenn wir die Funktion f am Punkt z = /2 betrachten, erhalten wir (sinw/2 = 1,

sin3n/2=-1,...)
f(w/2)2k=f<1—;+;—---)

und somit die erstaunliche Beziehung
1 1 n 1 1 T T
35 7 4

welche von Leibniz 1673 geometrisch entdeckt wurde.
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5.1. Fourierreihen

Gerade und ungerade Funktionen
e Fiir gerade Funktionen mit der Eigenschaft f(—z) = f(x) gilt b, = 0.
e Fiir ungerade Funktionen, f(—z) = —f(z) gilt a, = 0.
Approximation von periodischen Funktionen

Wir definieren die quadratische Abweichung zwischen zwei periodischen Funktionen auf
dem Intervall [—m, 7] als

E = / (f — Fy)*dz (5.22)
—Tr
Es sei Fiy ein trigonometrisches Polynom der Ordnung N,
N
Fy(z) = Ao+ Y _(Ancosnz + B, sinnz) (5.23)
n=1

Dann kann man zeigen dass F minimal ist wenn A,, = a,, und B, = b,, also gleich den
Koeffizienten der Fourierreihe von f(x). Fiir gegebenes N stellt die Partialsumme Sy (x)
der Fourierreihe von f die beste Ndherung der Funktion f dar.

Komplexe Fourierreihen
Mit Hilfe der Formel
e = cosnx + isinnz (5.24)

erhalten wir die bekannten Beziehungen

1 . .
COSNT = 5 (em® +e7m) (5.25)
1. .
sinnx = 5 (em® — e T) (5.26)
i
Damit folgt
1 . . P .
an, COSNT + b, sinnx = any (e‘m + e_mg”) — bn% (e‘m — e_lm) (5.27)
= L(an —iby)e™ + L(ap +ib,)e " (5.28)
Mit!
ag = ¢, %(an —1iby) = cp s %(an +ib,) =c_p, =), (5.29)
erhalten wir die komplexe Fourierreihe
o0
fl@)y= > cue™ (5.30)
n=—o0o

'Man beachte: a_,, = an, b_n = —by,, vgl. GL (5.15) - GL. (5.17).
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Kapitel 5. Fouriertransformation

mit den Koeflizienten

11 7
en = §(an —iba) = 5~ [ f(@)[cosna — isinna]de (5:31)
™ J—r
N f(x)e ™ dz (5.32)
| 2w —r .

Interpretation als Basistransformation

In Kapitel 2 hatten wir Koordinatensysteme und Basistransformationen betrachtet. Ins-
besondere konnten wir einen Vektor ¢’ beziiglich einer orthogonalen Basis in der Form

V= vié; (5.33)
%
darstellen, mit den Komponenten

v; = U - éi . (5.34)

Fiir Funktionen mit Periode 27 kann man ein Skalarprodukt durch

(1o = 5 | def@)g"(@) (5.3)
definieren. Mit
Pn(z) = " (5.36)
und |
fu= g | e f@oia) = (f16) (537
erhalten wir statt Gl. (5.30) die Darstellung
F@) =" fabn(@),  fo=(flén) (5.38)

Die Fourierreihe von f(z) kann also als eine Darstellung der Funktion f(z) in der (abzihl-
bar unendlichdimensionalen) Basis {¢,} verstanden werden.

Die Funktionen {¢,} sind (wie weiter oben sinnx, cosnx) orthonormal:

1 (7 - - 1 (7
) = — dgp e™®e—ine — de =1 ]
(Snlbn) / zeTe 2W/ z (5.39)

27T - -7

Fiir n — m = [ # 0 erhalten wir

1 g s 11 .7 12 .
(On|dm) = o /_7r dz e™e M = %ﬁem =57 sinlr =0 (5.40)
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5.2. Fourierintegrale

Funktionen mit Periode 2L
Um die Fourierdarstellung einer Funktion mit allgemeiner Periode 2L,

flx+2L) = f(x) (5.41)

zu erhalten, stellen wir fest, dass die Funktion g(x) = f(zL/m) die Periode 27 hat,
g(z +27) = g(x). Z.B. hat f(z) = sin 2z die Periode 2L = 7 (oder L = 7/2), und

L 2

g(x) = sin (2:1;) = sin <2$7r/> =sinz (5.42)
T 7r

hat Periode 2L = 27. Fiir f(xL/7) mit Periode 27 kénnen wir die Fourierreihendarstel-

lung angeben:

f(zL/7) = Z cne™

1 (7 .
Cn =5 f(zL/m)e ™" dz (5.43)

—T

Um daraus die Fourierreihendarstellung der urspriinglichen Funktion f(x) mit Periode
2L abzuleiten, verwenden wir die Substitution

zL T g
— T, T, d:z:r—>zdx. (5.44)

Das Einsetzen in Gl. (5.43) und die Umbenennung von 7 in z liefert

o

L
f(l‘) _ Z Cneinawr/L, Cp = 21L/ f(x)e—inrw/L dax
L

n=—oo

5.2 Fourierintegrale

Bisher haben wir periodische Funktionen mit einer Periode 2w bzw. 2L betrachtet. Im
letzteren Fall haben wir die Fourierreihendarstellung

flz) = Z cpe™ /b (5.45)
Lo
=57 / ) fx)e e/ Ly (5.46)

Mit wy, = nm/L interpretieren wir die Gleichung

flo)= > cpetn (5.47)

n=—oo
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Kapitel 5. Fouriertransformation

als Uberlagerung von Schwingungen mit Frequenz w, und Amplitude c,,.

Die Darstellung einer Funktion durch Fourierkomponenten e*“» kann auf nichtperiodi-
sche Funktionen erweitert werden. Dazu betrachten wir eine periodische Funktion auf
dem Intervall [—L, L], und nehmen dann den Limes L — oco. In diesem Fall erhalten wir
statt diskreter Frequenzen w, eine kontinuierliche Variable,

Wp = n% = w € [—00, 0] (5.48)
Wir erhalten fiir gegebenes L durch Einsetzen von ¢, (unterscheide x und z’)

[e.e]

: =1 L o
fule)= )" et = Y 5 / fa') emwn qg! (5.49)
—L

n=—oo n=—oo

Der Abstand zwischen benachbarten Frequenzen w,, ist gegeben durch

s

Wptl — wp = Aw = 7 (5.50)
und somit gilt
1 17 1
= — A .01
oL ~ 2L  2m (5.51)
sowie
JR . L o
fr(x) = o Z Aw elw"x/Lf(x’) e “r¥ dy (5.52)

Im Limes L — oo (Aw — 0) kénnen wir die Ersetzungen Y, Aw — [dw und w, — w
vornehmen, und erhalten

f(z) = lim fr(z)= % /00 dw e*® /00 do’ f(z')e @ = /00 dw C(w) e (5.53)

L—oo oo oo — 0

1 & — 1 o .
Clw) = — / da’ f(z)e—s = L / dz f(z)e e (5.54)
2 J_ 2 J_
Insgesamt haben wir also die Darstellung
0 ] 1 o0 ]
f(z) = / dwC(w)e“?, Clw)= 27r/ do f(x)e 7. (5.55)

Das bedeutet, dass eine nichtperiodische Funktion im Allgemeinen als die Summe von
unendlich vielen Beitragen mit Frequenz w gegeben ist, wobei das Gewicht jeder Frequenz
durch die Funktion C(w) beschrieben wird. Eine Darstellung der Funktion f(x) in der
Form von Gl. (5.54) nennt man ein Fourierintegral.
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5.3. Fouriertransformation

5.3 Fouriertransformation

Die Darstellung von Funktionen mit Hilfe von Fourierintegralen spielt eine zentrale Rolle
bei der Lésung von Differentialgleichungen. Die Amplitudenfunktion C(w) ist durch f(x)
festgelegt ist. Wir verwenden von nun an die Notation C(w) = f(w)/v/27, und erhalten

1 > ry iwz
- = /_OO dw F(w)e (5.56)

1 * —iwz
flw) = o= /_ e f(@)e (5.57)

Die Integraltransformation zwischen f(x) und f(w) ist eine bijektive Abbildung, welche
als Fouriertransformation bezeichnet wird; f(w) heifit die Fouriertransformierte von f(x)
(und umgekehrt), und wird in der Literatur auch mit F'(w) oder f(w) bezeichnet. In dem
wir die Abbildung f(z) — f(w) mit F bezeichnen, haben wir den Zusammenhang

Flf@) = Fw) = <= [ dofa)e (5.58)
Die inverse Abbildung lautet entsprechend
—1 ry J— 1wx
Flfw)] = flz) \/ﬂ/ dw f(w (5.59)

Existenzbedingungen: f(w) existiert wenn f(x) auf jedem endlichen Intervall stiickweise
stetig ist, und f(z) absolut integrierbar auf der reellen Achse ist, also [*_dz|f(x)| < cc.

In der Physik tritt die Fouriertransformation typischerweise als Transformation zwischen
der Zeit t und der Frequenz w auf, F[f(t)] = f(w), oder als Transformation zwischen
einer Ortsvariablen x und dem Impuls p, F[f(x)] = f(p). Im ersten Fall entspricht

110 dw f(w) el (5.60)

vl

der Darstellung des zeitlichen Vorgangs f(t) als kontinuierliche Uberlagerung von Schwin-
gungen mit Kreisfrequenz w und Amplitude f(w).

Fiir den Rechteckimpuls, beschrieben durch die Funktion

f(t):{l’ —a<t<a

0, sonst,

ergibt die Fouriertransformation

flw)= \/12?/_00 dt f(t)e v = jﬂ/_ o
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Kapitel 5. Fouriertransformation

Wir unterscheiden die Fille w = 0 und w # 0:

~ 1 @ 2a
f(sz):E _adt:\/g

. I 11
O — dt e—lwt — _e—lwt
flw#0) Vor [a V2 —iw B

Die Fouriertransformierte ist also

2 .
= ———sinwa

V2ot w

o= {2

2a _
\/TTT , w=0
2 1
Jra e
1t
1 — 0
’ R fw) — ‘ ‘
—-3a  —2a -a 0 a 3a —An/a  —27/a 0 21 /a 4r/a
t w
Beispiel

Eine geddmpfte Schwingung kann durch

einte—)\t , t 2 0
ft) =
0, t<0

beschrieben werden, mit A, wq reell und positiv. Fouriertransformation ergibt

1 e . 1 e . 1 e[ i(w—wo)lt 00
W) = — dt f(t)e vt = _/ dt e~ Filw—wo)lt _ '
f@) o [oo 10 Vo Jo V2r A+ i(w —wp) lo
Aufgrund des Faktors e~ liefert nur die untere Integrationsgrenze einen Beitrag, und wir finden
~ 1 1
flw) = V2r A+ i(w — wp)
Der Betrag der Amplitude ist gegeben durch

1 1
V21 /A2 F (w — wp)?

Diese Funktion hat ein Maximum 1/(+/27)\) an der Stelle w = wp, welches umso schméler und
hoher ist je kleiner die Ddmpfung A ist.

|F ()]
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5.3. Fouriertransformation

Diracsche Deltafunktion

Wir betrachten die sogenannte Cauchy-Lorentz-Verteilung

fe(t) = - ‘ (5.61)

deren Fouriertransformation durch

felw) = Effdw' (5.62)

gegeben ist (der Beweis erfordert Kenntnisse der Funktionentheorie). f,(w) wird fiir
€ — 0 immer flacher, und es gilt

gi_{% Jelw) = E (5.63)

fet) — Jelw) —
—4e —2¢ 0 2¢ de —4e —2¢ 0 2¢ de
t w

Eine konstante Amplitudenfunktion beschreibt einen zeitlichen Vorgang der sich zu glei-
chen Anteilen aus allen Frequenzen zusammensetzt. In der Physik und Technik spricht
man von weiflem Rauschen (white noise).

Eine interessante Frage ist, was die Fouriertransformierte des weilen Rauschens ist, bzw.
was sich aus dem Grenziibergang
lim f.(t) (5.64)

e—0

ergibt. Die Funktion f.(t) weist fiir € — 0 ein immer schérferes Maximum bei ¢ = 0 auf,
und fillt fiir ¢t # 0 immer stidrker ab. Formal ergibt sich

, =0
ggﬁ(tb{&“ j ~y (5.65)
Aus -~ ~
/_ fe(t)dt:/_ ﬁdtzl (5.66)

(das folgt mit Hilfe von arctanz = [(1 + 2%)~'dz und arctan 00 = +7/2) haben wir
auflerdem

/ b lim /(1) = 1 (5.67)

—00
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Kapitel 5. Fouriertransformation

Die Beziehungen (5.65) und (5.67) sind genau die Eigenschaften der Diracschen Delta-
funktion 0(x), und wir haben deshalb

lim f(t) = §(x) (5.68)

e—0

Streng genommen ist 6(¢) keine klassische Funktion. Die Deltafunktion kann aber im
Rahmen der Theorie der Distributionen streng mathematisch definiert werden.

Physikalisch ist interessant, dass d(¢) die Fouriertransformierte von f(w) = const. ist:

<z iwt _ 1 > 1 iwt
o(t) = lg% 7%277 /OO fe(w)e dw = o) —me dw (5.69)

V2ré(t) = F1) (5.70)

Weiters haben wir die Darstellung der Deltafunktion

Es gilt also

= — 1w . 1
5(t) 5 /_Ooe dw (5.71)

Eigenschaften der Fouriertransformation
Die Fouriertransformation ist eine lineare Abbildung,
Flaf(x) + By(z)] = oF[f(2)] + BFlg(x)] = af(w) + Bg(w) (5.72)

was direkt aus der Linearitdt des Integrals folgt:

—iwx _ L > —iwx I —1w;t
m/ z) + Bg(x)e dx_m/_wm du + / dr
=af + g (5.73)

Die Fouriertransformierte der Ableitung von f(x) ist gegeben durch

Flf ()] = dz f'(z) e " (5.74)

7wl

Partielle Integration liefert

1
V2T

Da f(z) absolut integrierbar sein soll, verschwindet der erste Term, und wir haben

Flf' ()] = iwF[f ()] (5.76)

G [Cafwe] e

—0o0

FI @] = = | Fla) e
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5.3. Fouriertransformation

Fiir die zweite Ableitung ergibt sich analog

FIf"(@)] = —w* FIf ()]

(5.77)

Durch Fouriertransformation kann man also Differentialgleichungen in algebraische Glei-

chungen tiberfiihren.

Die Faltung bzw. das Faltungsintegral zweier Funktionen ist definiert als

h(z) = (f * g)( / f(p)g(z —p)dp = / f(z —p)g(p)dp (5.78)
Fiir die Fouriertransformierte von hA(x) finden wir
Firval=—= [ do [ dnfglo—pet (5.79)
= — x x—p)e .
g Vo ) . pJ\p)g p
(f*g)(x)
Mit der Substitution x — p — ¢, do — dq erhalten wir
1 o o0 .
Flf g = — / d / d ¢mlr+) 5.80
fro)=—5= | da df(p)gla) (5.80)
Dieses Integral lasst sich als Produkt von zwei Integralen schreiben,
Freal=vVar—— [ apetr— [ dgget sy
27T —00 27T —00
und somit gilt
Ff gl = V2rF[f1Fg] (5.82)
Aus der Faltung von f(z) un ( ) wird nach der Fouriertransformation also einfach
cine Multiplikation von f(w ) d g(w).
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6 Gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen in denen nicht nur eine Funktion selbst son-
dern auch ihre Ableitungen vorkommen. Im einfachsten Fall gibt es eine unabhingige
Variable und eine gesuchte Funktion dieser Variablen. Differentialgleichungen sind all-
gegenwirtig in der Physik, weil sie die zeitliche und rdumliche Abh#ngigkeit von physi-
kalischen Groflen beschreiben.

Bespiele aus der Physik:
e Newtonsches Gesetz in einer Dimension:

mi = F(x,,t) (6.1)

e Newtonsches Gesetz in Vektorform:

mr = F(F,7,t) (6.2)

e Laplacegleichung (Wérmeleitung, Elektrostatik):

A A R

A®
222 " o2 T 922

0 (6.3)

Das Gebiet der Differentialgleichungen ist extrem breit und wir werden im Folgenden nur
einige Aspekte davon kennenlernen. Insbesondere wiirde eine systematische Diskussion
der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen den Rahmen
dieser Veranstaltung sprengen.

In diesem Kapitel widmen wir uns den sogenannten gewthnlichen Differentialgleichun-
gen. Dabei handelt es sich um Differentialgleichungen mit nur einer unabhéngigen Varia-
blen. Im Gegensatz dazu treten in partiellen Differentialgleichungen mehrere unabhéingi-
ge Variable und entsprechende partielle Ableitungen auf.

6.1 Differentialgleichungen erster Ordnung

Die einfachsten gewohnlichen Differentialgleichungen sind jene in denen nur die erste
Ableitung y'(x) vorkommt. Solche Gleichungen nennt man Differentialgleichungen erster
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6.1. Differentialgleichungen erster Ordnung

Ordnung. Zwei Beispiele sind

y =cosz (6.4)
v +y=0 (6.5)

Wir kénnen eine gewohnliche DGL erster Ordnung auch in der Form
F(z,y,y) =0 (6.6)
oder als

y' = f(z,y) (6.7)

schreiben. Unter der Losung einer solchen DGL auf einem Intervall a < x < b verstehen
wir eine Funktion h(z) mit Ableitung h'(z), welche nach Einsetzen von h fiir y und b’
fiir 4/ in die DGL eine wahre Aussage liefert.

Beispiel
Die Funktion h(z) = e ist eine Losung der Differentialgleichung 3y’ — y = 0:

W(z)—hz) =0 & e —c"=0 & 0=0

Beispiel
Die Funktion h(z) = z? ist eine Losung der Differentialgleichung xy’ = 2y:

ol () =2h(x) & 2(20) =227 & 2%=2"

Aufgrund des Auftretens von Ableitungen haben Differentialgleichungen in der Regel
nicht eine sondern viele Losungen, welche sich durch den Wert von multiplikativen oder
additiven Konstanten unterscheiden; die Ableitungen dieser Konstanten sind Null.

Beispiel

Die Losungen der Differentialgleichung 3’ = cos z haben die Form y = sinz + C da (sinz+C)’ =
cos z Fiir jede Wahl von C ergibt sich eine anderen Losung, welche einer Kurve yo(x) entspricht.
Gemeinsam bilden diese Kurven die Losungsschar der DGL.

Eine Losung die unbestimmte Konstanten enthélt nennt man eine allgemeine Losung
(z.B. y = sinz 4+ C). Durch Wahl des Wertes von C' ergibt sich daraus eine spezielle
oder partikulidre Losung (z. B. y = sinx).
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Kapitel 6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten den Zerfall einer radioaktiven Substanz. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 sei eine Menge von
5g vorhanden. Wir wollen wissen, wie die Menge y der Substanz als Funktion der Zeit abnimmt
und suchen deshalb y(¢) mit y(0) = 5. Die Beobachtung zeigt, dass die Anderung (Zerfallsrate)
proportional zur vorhandenen Menge ist, also

y'(t) = —Xy(t)
Die sogenannte Zerfallskonstante A > 0 ist eine Eigenschaft der jeweiligen Substanz.
Unser Wissen iiber die Ableitung der Exponentialfunktion, (e~*) = —ae™*" legt die folgende,

allgemeine Losung nahe:
y=Ce M

Eine spezielle Losung ohne wihlbare Konstanten ergibt sich mit Hilfe der Bedingung y(0) = 5.
Aus der allgemeinen Losung ergibt sich dann

y(0)=Ce®=C = C=y(0)=5

und somit
—\t

y = be
Die Richtigkeit der Losung kann und sollte durch Einsetzen in die DGL gepriift werden:

Y = —bxe M= —)\y, y(0) =5¢° =5

Die Kombination aus einer DGL (z. B. ¢’ = A\y) und einer Anfangsbedingung (y(0) = 5)
nennt man ein Anfangswertproblem. Die allgemeine Form lautet

y/ = f(‘T?y) ) y(xo) = Yo (68)

Gerade in der Physik hat man es in der Regel mit der Kombination aus einer DGL
und Anfangswerten (oder auch Randwerten) zu tun, welche sich aus einer konkreten
Fragestellung ergeben.

6.1.1 Separierbare Differentialgleichungen

In vielen Féllen kann eine Differentialgleichung erster Ordnung y' = f(z,y) = f(z)/9(y)
in die Form

9(y)y' = f(z) (6.9)
gebracht werden. Indem wir die Ableitung als ¢’ = dy/dx schreiben, erhalten wir formal
9(y)dy = f(z)dz (6.10)

Da die linke Seite nur von y abhingt und die rechte Seite nur von z, nennt man eine
solche Differentialgleichung separierbar. Integration von Gl. (6.9) nach = auf beiden
Seiten liefert

/g(y(m))jidx = /f(x)da: +C (6.11)
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6.1. Differentialgleichungen erster Ordnung

Indem wir auf der linken Seite die Integrationsvariable auf y &ndern [(dy/dx)dz = dy],
erhalten wir

[oway= [ @+ c (6.12)

Die Integrale existieren wenn f und g stetige Funktionen sind und ergeben eine allge-
meine Losung (man beachte die Konstante C') der DGL in GI. (6.9).

Beispiel
Die DGL 3’ = 1 + y? kann separiert werden:
d
Y —da
1+y2

Integration auf beiden Seiten liefert
arctany = x + C

bzw.
y = tan(z + C)

Wichtig: die Integrationskonstante muss unmittelbar nach der Integration eingefiihrt werden. Die
Funktion y = tanx + C ist keine Losung.

Beispiel
Mit der Separationsmethode kénnen wir die DGL des radioaktiven Zerfalls 16sen. Unter der An-
nahme dass y > 0 (Menge der Substanz) gilt

y=-Xt = %z—)\dt = Iny=-X\+C'

Anwenden der Exponentialfunktion liefert die allgemeine Losung
— o MHC oM O et

Yy e

c

Wenn eine Differentialgleichung nicht separierbar ist, aber z. B. die Form

y=g (y) (6.13)

x
hat, kann daraus durch die Variablensubstitution y/z = u eine separierbare DGL erhal-
ten werden. Die Substitution ergibt mit

y=ur, y =vr+u (6.14)

eine DGL der Form
war=g(u) —u (6.15)
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welche separierbar ist:

du dx
—_ = — (6.16)
glu) —u =
Wir betrachten die DGL
Ty
Y sin(¥) = x
Einsetzen von y' = v'x + u auf der linken Seite und y/z = w auf der rechten Seite ergibt
, x
Ur+u=— +u
sinu
und nach Umformen
dusinu = dzx
Nach Integration erhalten wir
—cosu=x+C’
und damit
u = arccos(—z + C)
Die Losung y(x) der urspriinglichen DGL erhalten wir durch Riickeinsetzen:
y = zarccos(—z + C)
6.1.2 Exakte Differentialgleichungen
Eine Differentialgleichung heifit exakt, wenn sie die Form
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (6.17)

hat, und die Funktionen M (z,y), N(x,y) die Ableitungen einer Funktion u(z,y) sind:

ou ou
M(z,y) =5, Nlz,y) = N (6.18)

Die Bezeichnung exakt kommt daher, dass in diesem Fall die Differentialgleichung einem
exakten Differential der Funktion u entspricht:

M(z,y)dz + N(z,y)dy = g:;dx + gZdy =du=0 (6.19)

Die allgemeine Losung der DGL du = 0 ist durch Integration bestimmbar:

u(z,y) =C (6.20)
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6.1. Differentialgleichungen erster Ordnung

Um zu priifen ob eine gegebene DGL exakt ist, konnen wir ausnutzen, dass die zweiten
Ableitungen einer stetigen Funktion folgende Bedingung erfiillen:

0%u B 0%u
0xdy  Oyox

(6.21)

Daraus folgt die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine exakte Diferentialglei-

chung:
oM  ON

9y Or

Partielle Ableitungen schreiben wir im Folgenden auch in der Form d,u = u,, etc.

(6.22)

Um die Losung zu bestimmen integrieren wir die Gl. du/0x = M(x,y) nach = und
behandeln y dabei als konstant:

"= / Mdz + k(y) (6.23)

Die unbekannte Funktion k(y) bestimmen wir durch Ableiten der rechten Seite nach y
und Gleichsetzen mit N(z,y) = du/dy:

ou 0 dk

Durch eine weitere Integration erhalten wir k(y) und damit u(z,y).

Die Differentialgleichung

(2zy +y?)da + (22 + 2y + 1) dy =0
———— | —

M N
ist exakt: aM
Ty:ay@xy—i—yg) =2z +2y
88—];[ =0y(2 +2yr +1) =22+2y

Um u(z,y) zu bestimmen, integrieren wir die Gleichung u, = M nach x:

u= /de = /dx(2xy +9°) = 2%y + vz + k(y)

Dann leiten wir das Resultat nach y ab um u, zu erhalten, und setzen es gleich INV:

dk
oy[2%y + v?x + k(y)] = 2 + 2zy + dg/y) = Uy = N(z) = 2® 4+ 2yx + 1
Das ergibt die Differentialgleichung
dk
x2+2xy+ﬂ =22+ 2 +1

dy
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Kapitel 6. Gewohnliche Differentialgleichungen

bzw.
dk(y) _
dy
mit der Losung k(y) = y. Insgesamt ergibt sich die implizite Losung

u(e,y) =2y +y*e+y=C
Differentiation ergibt wieder die DGL du = 0, und bestétigt die Richtigkeit der Losung:
@y +yPe+y) = 2oy + 2y +2yy's +y° +y' = (¥ + 292 + 1)y + 2oy +y°) =0
(2zy + y*)dx + (2% +2yz + 1)dy =0

Wenn eine Differentialgleichung nicht exakt ist, besteht in vielen Fillen die Moglichkeit,
sie mit Hilfe eines sogenannten integrierenden Faktors exakt zu machen. Dazu gehen wir
von einer DGL der Form

P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0 (6.25)

aus, die nicht exakt ist, also P, # Q.. Nun wollen wir eine Funktion F' finden, die im
allgemeinen von z und y abhéngt und folgendes leistet: nach Multiplikation der DGL mit
F' erhalten wir eine exakte DGL, welche nach der oben beschriebenen Methode gelost
werden kann. Die Multiplikation mit F erfolgt auf beiden Seiten der DGL, und veréndert
deshalb die Losung nicht.

Die DGL
ydr —xdy =0

ist nicht exakt weil Py, = 1 aber @, = —1. Multiplikation mit I’ = 1/2? ergibt
1
Lde—~dy =0
T x
Da
o0y 1 0-1 1
dyz? 22’ Or x a2
ist die so erhaltene DGL exakt. Die Losung erhalten wir sofort aus

1
%dx—fdyzd(—g) =0 = y=Cz
x x x
Dieselbe Antwort erhalten wir in diesem Beispiel auch wenn wir die DGL in die Form ¢y’ = y/x
bringen und die Variablen separieren.

Eine Methode zum Finden des integrierenden Faktors lidsst sich wie folgt ableiten. Die
Forderung, dass die mit F' multiplizierte DGL exakt ist impliziert
0 0

5, FP) = ox

By (FQ) (6.26)
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6.1. Differentialgleichungen erster Ordnung

oder nach Ausfithren der Ableitungen
FyP+ FP, = F,Q + FQ, (6.27)

Eine allgemeine Losung dieser Gleichung ist schwierig. Allerdings kénnen wir versuchs-
weise annehmen, dass die Funktion F' entweder nur von y oder nur von z abhéingt. Es
zeigt sich, dass diese Vereinfachung in vielen Féllen funktioniert.

Wir nehmen an, dass F' = F'(z). Dann erhalten wir aus Gl. (6.27) die DGL

1dFr 1 (0P 0Q
FP,=F, FQ, i e 4 9
v @+ra - Fdxr @ ( dy Oz ) (6:28)
Wenn die rechte Seite dieser DGL nur von x abhéingt, also
1dF 1 (0P 0Q\ 1
== F) = 2
Fdz @ (8y &c) k() (6.29)

dann ergibt sich der integrierende Faktor als (die Integrationskonstante kann vernachléssigt
werden)

Fz) = exp [ / R(:c)d:c} (6.30)

Auf &dhnliche Weise kénnen wir annehmen, dass F' = F(y). In diesem Fall erhalten wir

1dF 1 (0Q 0P\
Fdy =P < > L S(y) (6.31)

or dy
mit der Losung

P = e | [ S)a] (6.32)

Im vorherigen Beispiel hatten wir P = y, Q = —z und damit
1 /OP 0Q 1 2
() eIl (=1) =2
Q ( Oy 8x> x (1= (=1 x’

also eine Funktion die nur von = abhingt. Aus Gl. (6.30) ergibt sich der integrierende Faktor

o) - o ([ o) o (2 [ Lar) oot = 1
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Kapitel 6. Gewohnliche Differentialgleichungen

6.1.3 Lineare Differentialgleichungen

Wir nennen eine Differentialgleichung erster Ordnung linear wenn sie die Form

Y +p(z)y = r(z) (6.33)

hat, oder in diese Form gebracht werden kann. Die Gleichung ist linear in der Funktion
y und in deren Ableitung y'.

Die DGL
y+1y =sinx

ist linear, im Unterschied zu
yy' =0

Weiters nennen wir die DGL (6.33) homogen wenn 7(z) = 0, und inhomogen wenn
r(x) # 0. Eine homogene DGL hat also keine Terme die nicht von y oder ¢’ abhiingen.

Fiir lineare homogene DGL gilt das Superpositionsprinzip: sind y; (z) und y2(x) Losun-
gen einer DGL, so ist die Linearkombination Cyy;(z) + Caoya(z) ebenfalls eine Losung:

(Cry1 + Caya)' + p(z)(Cryr + Coyz) = C1 [yy + p(x)y1] +Ca [yp + p(x)y2] = 0.
0 0

Wenn wir annehmen, dass p und r stetige Funktionen sind, kénnen wir eine allgemeine
Losung fiir Gl. (6.33) angeben. Die homogene Gleichung

y' +p(x)y=0 (6.34)
ist separierbar,

dy

o = —p(x)dz (6.35)

und liefert

y(x) = Cexp [— /p(x)d:):] (6.36)

Die inhomogene DGL (6.33) losen wir mit Hilfe eines integrierenden Faktors. Nach Um-
formen erhalten wir zunéchst

(py —r)dz+dy =0 (6.37)

und somit P = py — r und @ = 1 in der Notation von Gl. (6.25). Gleichung (6.30) hat

dann die Form AP L foP 90
e é <8y — 855) = p(x) (6.38)
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6.1. Differentialgleichungen erster Ordnung

mit der Losung )
F =exp {/p(a:)dx

Multiplikation der DGL (6.30) mit F' ergibt

exp [ / p(ﬂf)dw} [ + p(z)y] = exp

was sich auch als

schreiben lésst. Integration auf beiden Seiten nach x ergibt

exp [ / p(x)dx] Y = / dz exp [ / p(m)dx} r(z)+C

/p(x)dx} r(x)
{eXp Up(w)dw] y}/ = exp [/p(w)dx] r(x)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

Mit der Abkiirzung h = [ dap(x) und nach Division durch e” erhalten wir die allgemeine

Losung von Gl. (6.33):
y(x) =eh [/dxehr + C’]

Wir bestimmen die Losung der DGL
Vergleich mit Gl. (6.33) ergibt

und weiters

h:/dxp(x):f/d:r:fx

Als Losung erhalten wir mit Hilfe von Gl. (6.43)

y(z) = e [ / doe ™ e 4+ c}

:ex/dme‘” + Ce”

= e 4+ Ce” = e”(e” + O)
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6.1.4 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Ein Anfangswertproblem der Form

y/ = f(l’, y) ) y(xo) =%Yo (644)

besitzt entweder keine Losung, eine Losung, oder viele (ev. unendlich viele) Losungen.

Das Anfangswertproblem
Y+ lyl=0, y(0)=1
hat keine Losung, da nur die Funktion y = 0 die DGL (aber nicht die Anfangsbedingung) erfiillt.

Dagegen hat das Anfangswertproblem

genau eine Losung, und zwar y = %(E2 + 1.

Schliellich hat das Anfangswertproblem
vy =y-1, y(0)=1

unendlich viele Losungen der Form y = 1 + cx, welche sie durch Separation in die Form
dy/(y — 1) = dz/z ergeben.

Bei einer gegebenen Problemstellung ist also die Frage, ob es Losungen gibt und ob diese
eindeutig sind. Weiters muss man sich bei der Beantwortung dieser Frage in der Regel
auf ein endliches Intervall a < x < b beschrénken. In vielen Féllen ist eine DGL nicht
analytisch l6sbar, aber man mochte zumindest wissen ob und fiir welche Werte von z
Losungen existieren.

Hier seien zwei Theoreme ohne Beweis angefiihrt, die fiir Anfangswertprobleme in der
Form von GI. (6.44) gelten.

Existenz: Wenn f(z,y) stetig und beschrénkt in einem Gebiet der zy-Ebene ist welches
den Punkt xg enthilt, dann existiert fiir das Anfangswertproblem (6.44) zumindest eine
Losung in der Umgebung von (zg, yo)-

Eindeutigkeit: Wenn 0 f /0y in diesem Gebiet existiert und stetig ist, dann hat Gl. (6.44)
maximal eine Losung. In Kombination mit dem Existenztheorem ist das Anfangswert-
problem also in der Umgebung von (zg, yo) eindeutig losbar.
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6.2 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Viele in der Physik relevante Differentialgleichungen sind zweiter Ordnung. Hier be-
schranken wir uns auf lineare DGL, mit der Form

Y +p(x)y + q(z)y = r(z) (6.45)

bzw. im homogenen Fall,
y" +p()y +q(x)y =0 (6.46)

Wir suchen Losungen y = h(z) auf einem Intervall I mit a < z < b. Wie fiir lineare und
homogene DGL erster Ordnung gilt auch hier das Superpositionsprinzip. Wenn y; und
y2 Losungen der DGL (6.46) sind, dann ist

y3 = C1y1 + Caye (6.47)

ebenfalls eine Losung.

Die DGL
y'—y=0
hat die Losungen y; = e® und yo = e~*. Entsprechend ist auch die Kombination

yz = 2" —e™ "
eine Losung:

(2" —e ™) — (2" —e ") = (2" +e ) — (2" —eT)=(2"—e"7) = (26" —e" ") =0

Der allgemeine Beweis ist einfach:

ys + pys + qys = (Cry1 + Coy2)” + p(Cryr + Caya)' + q(Cry1 + Cayo)
= Chy{ + Cays + p(Cryy + Cays) + q(Cryr + Cayo)
= C1(y{ +pyi + qy1) + Ca(ys + pyh + qy2) =0 (6.48)

Das Superpositionsprinzip gilt nur fiir lineare und homogene DGL. Als Gegenbeispiel betrachten
wir die nichtlineare DGL

y'y—ay =0

mit den Losungen y; = 22 und y» = 1. Hier ist die Kombination y3 = 22 + 1 keine Lésung:

(2 + 1) (2> +1) —2(2* + 1) = (22) (2 + 1) — 2(22) = 2(z* + 1) — 22% =2
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Fiir homogene DGL erster Ordnung hatten wir gesehen, dass die allgemeine Losung
noch eine freie Konstante C' enthélt, welche durch eine Anfangsbedingung y(z¢) = o
festgelegt werden kann.

Die allgemeine Losung einer homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die
Form
y = Ciy1 + Cayo (6.49)

wobei y; und yo selbst auch (spezielle) Losungen der DGL sind (siehe unten). Ein An-
fangswertproblem besteht im Falle einer DGL zweiter Ordnung aus der DGL und zwei
Anfangsbedingungen

y(zo) =wo0, ' (zo) =wp (6.50)

Ein bekanntes Beispiel ist die Newtonsche Bewegungsgleichung mi = F(x, &, t). Fiir eine
eindeutige Losung bendtigen wir die Kenntnis des Ortes z und der Geschwindigkeit &
zu einer Zeit tg.

Alternativ kann man auch ein sogenanntes Randwertproblem betrachten, bei dem der
Wert von y an zwei verschiedenen Punkten festgelegt ist:

y(o) = vo, y(x1)=m (6.51)

Wir verwenden die Losungen y; = e* und y2 = e~% um das Anfangswertproblem

mit dem Ansatz
Yy = C’le:C + C’ze*“"

zu l6sen. Die Konstanten C'y und C5 ergeben sich aus
y(o):CI‘FCQ; 4 = (Ci1=1
y/(o):CI*Cb;*Q = (=3

und somit haben wir die Losung
y=¢e"+3e7"

mit einem Minimum bei x = %ln?) ~ 0.55.
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Eine wichtige Beobachtung ist, dass der Ansatz
y = Cre” + Coe”

keine Losung des Anfangswertproblems erlaubt, weil e* und ae® nicht unabhingig sind.

Das Beispiel zeigt dass wir fiir die Losungen y; und ys in Gl. (6.49) fordern miissen, dass
die beiden Funktionen auf dem Intervall I unabhéngig sind, und entsprechend eine Basis
bilden in der allgemeine Losungen der Form von Gl. (6.49) dargestellt werden koénnen.

Genauso wie fiir Vektoren kénnen wir die lineare Unabhéngigkeit von zwei Funktionen
durch die Bedingung

ay1(z) +aoye(z) =0 & ag=ay=0 (6.52)

formulieren. Die Funktionen y; = e” und y, = ae” aus dem obigen Beispiel erfiillen diese
Beziehung offensichtlich nicht. Im Gegensatz dazu bilden die Funktionen e* und e~ eine
Basis, und erlauben somit eine allgemeine Losung der DGL y” — y = 0.

Ein alternativer, niitzlicher Test der linearen Unabhéngigkeit zweier Funktionen ist die
sogenannte Wronskideterminante:

W(y1,y2) = ’ L2 b — oy (6.53)

T

Wenn W # 0, dann sind y; und ys unabhéngig.

Wir berechnen die Wronskideterminante fiir y; = e* und yo = ™%,

W e ™) =| Lo | =—eTeTT —e e = -2
e’ —e
sowie fiir y; = e* und ¥y = ae”,
, e’  ae® e’ e
€T T\ __ _ _ xr T T T\ __
W (e e") = e aex’_a o oF = a(e"e” —e%e”) =0

6.2.1 Homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Eine wichtige Unterkategorie von DGL zweiter Ordnung im Hinblick auf Anwendungen
und Losbarkeit sind solche mit konstanten Koeffizienten:

y' +ay +by=0 (6.54)
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Gleichung (6.54) verlangt, dass die Ableitungen ¢’ und y” proportional zur Funktion y

sind. Eine Funktion die diese Bedingung erfiillt ist die Exponentialfunktion
y=e
Einsetzen dieses Ansatzes in Gl. (6.54) ergibt
()" a(e?) + b’ = (A2 4+ a\ + b)e? =0
Daraus erhalten wir die quadratische (charakteristische) Gleichung
N 4+ar+b=0

Die Nullstellen A;, Ao des charakteristischen Polynoms ergeben Lésungen

A x Aox

yr=¢ , Ya=¢e

der DGL (6.54). Da

)\1,2 = %(—a + vV a2 — 4b)

miissen wir fiir die Parameter in Gl. (6.54) die folgenden Félle unterscheiden:

Fall 1: zwei reelle Nullstellen a?—4b>0
Fall 2: doppelte reelle Nullstelle a’?—4b=0
Fall 3: konjugiert komplexe Nullstellen a? —4b < 0

Fall 1: a2 —4b >0

Wir erhalten zwei reelle Nullstellen A1 # A\o. Die Losungen

Y = e)\lx’ Yo = e)\gx

sind linear unabhéngig und bilden eine Basis fiir die allgemeine Losung:

y = C1eM” 4 Cpe?2®

Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'+y —2y=0, y(0)=4, y'(0)=-5,
also ¢ = 1 und b = —2. Einsetzen von y = e* liefert
MHA-2=0
mit den reellen Losungen

M=3-1+V9) =1, X=3(-1-V9=-2
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Damit ergibt sich die allgemeine Losung als
y = Cre® + Che 2"
Die Konstanten C; und C5 ergeben sich aus den Anfangswerten:

y(0) = Cy + Cs X 4
y'(0)=Cy —2C, =-5
mit den Losungen Co = 3 und Cy = 1. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

y=e® 432"

Fall 2: a2 —4b=0

Wenn das Argument der Wurzel in Gl. (6.59) verschwindet, haben wir eine doppelte
Nullstelle
A=A =X=-1a (6.63)

und deshalb zunéchst nur eine Losung
y1 = e /2 (6.64)
Eine zweite, linear unabhingige Losung erhalten wir aus dem Ansatz

y2(z) = u(z)y1(z) (6.65)

Einsetzen in die DGL (6.54) liefert

!

(uyr)” + a(uyr)’ + bluyr) = (W1 + uyh) + a(u'y1 + uy)) + buyy (6.66)
= (u"yy +u'y) + 'y +uyl) + a(u'yr +uy)) + buy;
=u(y! + ay) + byr) +(u"y1 + 20"y + au'yr)

0

Das lésst sich durch Einsetzen von yj = —ay1/2 weiter vereinfachen:

(U"y1 + 2u’yi + au,yl) =u"y; —u'yra + av'y
=u"y1 =0 (6.67)

Nachdem 3; # 0 gilt, haben wir die DGL fiir u
u =0 (6.68)

mit der allgemeinen Losung u = Cx + D. Um eine allgemeine Losung von Gl. (6.54) zu
erhalten, ist es ausreichend C' = 1 und D = 0 zu nehmen. Das ergibt

y(z) = Cre~%/? 4 Cyze™/? (6.69)
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A

Die Funktionen e* und ze*® sind unabhiingig:

Az Az

(S xre

=AM M e | T AT (e 4 zAe™) — 2NN = P (6.70)

W(e)\m’ xe)\az)

Wir betrachten das Anfangswertproblem
y' — 4y’ +4y=0, y(0)=3, y(0)=1
mit dem charakteristischen Polynom
M _4A+4=(\1-2)2=0

und der doppelten Nullstelle
A=2

Die allgemeine Losung ist also
y = Cre** 4+ Coze®®

Die Konstanten kéonnen wieder durch die Anfangswerte festgelegt werden:

y(0) = C4 3

y’(O) =2C1 + (s

1
Wir finden C; = 3 und Cy = —5.

Man beachte dass Gl. (6.69) nur dann eine Losung darstellt wenn eine doppelte Nullstelle
vorliegt, also a? — 4b = 0.

Fall 3: a2 —4b <0

In diesem Fall erhalten wir aus der charakteristischen Gleichung ein Paar von komplex
konjugierten Nullstellen

M =-%a+3Va2—4b=—La+ \/—1\/%\/46— a?=—1a+iw (6.71)
Ay=—ga—3Va?—4b=—1a— \/—1\/2\/41)—(12 =—la—iw

mit w = /b — %az, und die Lésungen

g1 = M = o7 /2Hwr _ o=08/2(cogux + isinwr)

Jy = M2 = 7 0®/27Iwr — o708/ (o5 yx — isinwr) (6.72)

Aufgrund des Superpositionsprinzips sind auch die reellen Linearkombinationen

1. _
Y1 = 5(3/1 +72) =e /2 cos wr
1, _ )
Yo = Z(yl — o) =e az/2 Gin (6.73)
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linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung (y; und y9 sind offensichtlich nicht
proportional). Die allgemeine Losung im Falle von zwei komplexen Nullstellen hat also
die Gestalt

y(z) = e /2 (Acoswz + Bsinwz) (6.74)

Das Anfangswertproblem
y'+2y' +3y=0, y(0)=0, y(0)=1

hat das charakteristische Polynom
M +204+3=0

mit den Nullstellen
A=—-1+iV2

Die allgemeine Losung ist demnach [a/2 = 1, w = /2]
y=e " (A cos V2x + Bsin \/ix)
Die Losung des Anfangswertproblems erhalten wir aus

y(0)=e %A -1+B-0)=0 = A=0

1
y'(0) = [e"*Bsin v2z]' .= Be™%(—sin V2 + v/2 cos \/ix)’() =V2B£1 = B= 7
als 1
= —e "sinV2x
T

1

= 0

-1

0 T 2
T

Im Unterschied zu den Féllen 1 und 2, in denen wir jeweils eine Uberlagerung von Expo-
nentialfunktionen hatten, liefert der Fall 3 die Moglichkeit von periodischen Losungen.
Differentialgleichungen der Form (6.54) treten insbesondere bei der Beschreibung von
Schwingungen in mechanischen Systemen oder in elektrischen Schaltkreisen auf. Be-
trachten wir etwa eine Masse an einer Feder, erhalten wir aus dem Hookschen Gesetz
F = my"” = —ky die Differentialgleichung

k
'+ —y=0 (6.75)
m
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welche ungeddmpfte Schwingungen beschreibt:

k
y(t) = Acoswt + Bsinwt, w=1/— (6.76)
m

6.2.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir betrachten die lineare, homogene DGL zweiter Ordnung

¥ +p(@)y +a(@)y=0 (6.77)
mit den Anfangsbedingungen

y(xo) =yo, ¥'(zo) =0 (6.78)

e Sind p und ¢ konstant, dann haben wir bereits gezeigt dass eine allgemeine Losung
existiert.

e Wenn p und ¢ Funktionen von z sind, gilt: sind p(z) und ¢(x) auf einem Inter-
vall I stetig, dann haben sowohl die DGL als auch das Anfangswertproblem eine
eindeutige Losung auf I. Die allgemeine Losung kann in der Form

y = Cry1 + Caya

geschrieben werden, mit auf I linear unabhéngigen Funktionen y;, y2. Jede spezielle
Losung hat ebenfalls diese Form. (Es gibt also keine weiteren, singuliren Losungen
die sich nicht aus der allgemeinen Losung ableiten lassen.)

6.2.3 Inhomogene Differentialgleichungen

Wir wissen nun, das die allgemeine Losung der homogenen DGL

Y+ p(@)y +q(z)y =0 (6.79)

die Form
yn = C1y1(7) + Coya(w) (6.80)

hat. Fiir inhomogene DGL der Form

y' +p@)y + q(z)y = r(x) (6.81)

kann man zeigen, dass die allgemeine Losung durch die Summe von yp, also der allge-
meinen Losung im Fall 7(x) = 0, und einer beliebigen Losung y, von Gl. (6.81) gegeben
ist:

y(@) = yn(z) + yp(z) (6.82)

109



6.2. Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Das y(x) eine Losung von Gl. (6.81) ist, folgt aus

y" +p@)y + @)y = (yn + vp)" + (@) (n + yp)" + q() (Yn + vp)
=y + Yy + (@) (), + yp) + a(@) (Yn + yp)
=y + p(@)yp, + a(@)yn +y, + @)y, + q(2)yp
0 r(z)
=r(x) (6.83)

Wir betrachten die DGL
y// o 3y/ — 4y = 3e2z

Fiir die homogene Gleichung finden wir das charakteristische Polynom
MN_3\—4=0 =AM\ =-1, =4

und die allgemeine Losung
yn(x) = Cre™ + Coe®

Da r(z) eine Exponentialfunktion ist, versuchen wir folgenden Ansatz fiir y,:
yp(2) = Ae*™ ~ r(x)

Einsetzen in die DGL liefert
(4A — 6A — 4A)e*® = 3e**

mit der Lésung A = —1/2. Somit ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL

y(z) = Cre™" + Coe™™ — L™

Wir lernen im Folgenden zwei Verfahren kennen, um eine Losung y, einer inhomogenen
Differentialgleichung zu finden.

Methode der unbestimmten Koeffizienten

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten ist einfach, funktioniert aber nicht fiir
beliebige Funktionen r(z). Wir haben sie im Prinzip schon im letzten Beispiel kennen-
gelernt. Je nach Form der Funktion r(x) wéhlt man einen Ansatz fiir y, der noch unbe-
stimmte Koeffizienten beinhaltet. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL werden
die Koeffizienten festgelegt, und man erhélt eine partikulire Losung.

Im vorherigen Beispiel war r(z) = 3e2*. Da sich die Exponentialfunktion durch Differen-
zieren nicht veriindert, hatten wir y, = Ae?* versucht. Die méglichen Formen von r(z),
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bei denen die Methode der unbestimmten Koeffizienten funktioniert, sind

r(x) = Ke'™ = yp=Ae"

T(fl') = K" = Yp= An.’Bn + An_lxnil + -+ Alx + AO

r(z) = Ksinwz = yp = Asinwz + Bcoswz (6.84)
r(x) = K coswx = yp = Asinwx + Bcoswx ’
r(z) = Ke'sinwr = vy, =e"(Asinwz + Bcoswz)

r(z) = Ke' coswr =y, =" (Asinwz + B coswz)

In allen Fallen basiert der Ansatz darauf, dass die entsprechende Funktion durch Ableiten
die Form der Funktion r(z) annimmt.

Fiir die DGL
y' — 3y — 4y = 2sinx

ergibt der Ansatz
yp(x) = Asinz + Bcosx

die Gleichung
—Asinz — Beosz —3(Acosz — Bsinz) — 4(Asinz + Bceosz) = 2sinx

bzw.
(=bA +3B)sinx + (—5B — 3A) cosz = 2sinx

mit den Losungen A = —5/17 und B = 3/17. Die partikulidre Losung lautet also

5 3
yp(x) = T sinz + 7 Cos %

Komplikationen treten auf, wenn der Ansatz eine Funktion enthélt die auch eine Losung
der homogenen Differentialgleichung ist. In dem Fall muss man den Ansatz mit z (homo-
gene DGL hat einfache Nullstellen) bzw. 22 (homogene DGL hat eine doppelte Nullstelle)
multiplizieren. [Wenn y,, auch Losung der homogenen Gleichung ist, ergibt Einsetzen in
die linke Seite Null statt r(x).]

Wir betrachten die DGL
—x

y' =3y —dy=e
Fiir die homogene DGL hatten wir bereits
yn(z) = Cre™™® + Che'®

gefunden. Der Ansatz
yp(x) = Ae™®

ist daher nicht richtig. Stattdessen liefert

yp(a) = Aze™
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eine partikuldre Losung:

Yp = ——x€E

Methode der Variation der Parameter

Ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung einer partikuldren Losung beruht auf der
Idee, die Konstanten C'y und C in der Losung yp durch Funktionen bzw. Parameter zu
ersetzen:

yp(x) = u(x)y1 () + v(z)y2(z) (6.85)

Die Funktionen u, v werden dann so bestimmt, dass y, die inhomogene Differentialglei-
chung erfiillt. Ohne Beweis sei hier das Resultat angefiihrt:

Yar yir
yp(z) = =11 / de + o de (6.86)

mit der Wronskideterminante W = y1v5 — y2y;. Obwohl diese Methode allgemein an-
wendbar ist [sofern die DGL zuvor in die Form von Gl. (6.81) gebracht wird], kann
die Berechnung der Integrale in Gl. (6.86) schwierig sein. Wenn die Funktion r(z) das
zulésst, ist also die Methode der unbestimmten Konstanten vorzuziehen.

Die DGL

hat im homogenen Fall die Losung

=A Bsi

yn(x) cosz +Bsinx
Y1 Y2
Mit
W = y1y5 — y2y) = cosx cosx — sinx(—sinz) = cos® z +sin®z = 1
erhalten wir aus Gl. (6.86)
sinx cos T
yp:—cosx/ dx+sinx/ dz
COS T c

OS T

= coszIn|cosx| + zsinx
Somit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen DGL

y=yn+y,=Acosx+ Bsinz + coszIn|cosz| + zsinx
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6.3 Differentialgleichungssysteme

Analog zu Gleichungssystemen, welche gekoppelte Gleichungen fiir mehrere unbekannte
Variable darstellen, kann man auch Systeme von Differentialgleichungen betrachten. Die
allgemeine Form eines Differentialgleichungssystems erster Ordnung lautet (wir verwen-
den in diesem Abschnitt den Buchstaben ¢ fiir die unabhéngige Variable)

vi = Aty vz, Un) (6.87)
y/2 = f2(tay1ay2’ s 7yn)

y;;, = fn(taylvaa .. ayn)

Das sind n DGL fiir n unbekannte Funktionen y;, wobei die rechte Seite jeder Gleichung

im Allgemeinen von allen Funktionen yy, ..., y, abhingt. Die einzelnen Zeilen bzw. DGL
sind also gekoppelt. Das System konnen wir auch als Vektorgleichung schreiben,
g = f(t.9) (6.83)

Man beachte, dass es nur eine einzige Variable ¢ gibt, da wir es weiterhin mit gewthnli-
chen Differentialgleichungen zu tun haben. Eine Losung des Systems hat die Form eines
Vektors aus n Funktionen,

h= , (6.89)

Fin Anfangswertproblem fiir ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung benétigt
zusétzlich noch die Anfangsbedingung

jito) = K (6.90)

Besonders einfach sind wiederum lineare Differentialgleichungssysteme,

yh = ann(®)yr + ar2(t)y2 + - a1 (t)yn + 91(1) (6.91)
Yy = a1 (t)y1 + az(t)yz + - a2n(t)yn + 92(t)

Yn = a1 (D)y1 + an2(t)y2 + - - ann(t)yn + gn(t)

welche sich auch in der Form
7 =Ay+7 (6.92)

schreiben lassen. Die n x n Matrix A hat die Elemente a;;, und der Vektor g stellt die
Inhomogenitéit des Differentialgleichungssystems dar.
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Als physikalisches Beispiel fiir ein Differentialgleichungssystem betrachten wir Wasser in zwei
Tanks mit jeweils 100 Liter Inhalt, welche durch ein Rohrsystem verbunden sind das einen zeitlich
konstanten Austausch ermoglicht. Zum Beispiel kann man sich fragen, wie sich die Konzentration
y an Chlor mit der Zeit verdndert, wenn man zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine bestimmte Menge in

einen der beiden Tanks gibt.

<

Pro Zeiteinheit soll 1 Liter von Tank 1 in Tank 2 flieflen, und gleichzeitig 1 Liter von Tank 2
in Tank 1. Die Chlorkonzentration in den beiden Tanks wird also durch folgende Gleichungen
beschrieben:

11
Y1 = 10092 100y1
R
Yo = 10091 100y2

Positive Terme entsprechen einem Zufluss, negative Terme einem Abfluss. Die Anderung der
Konzentration ergibt sich als die geflossene Menge mal deren Chlorkonzentration. Dieses Problem
ldsst sich in Matrixform wie folgt schreiben:

v, \ [ —0.01 0.01 i
v, ) =\ 001 —o0.01 Yo

Differentialgleichungssysteme sind auch deshalb wichtig, weil man Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung in Differentialgleichungssysteme erster Ordnung umschreiben kann.
Ausgehend von der DGL n-ter Ordnung

y™ = F(t,y,y gy ) (6.93)
erhalten wir durch die Einfiihrung von neuen Variablen
w=y, =y, =y, ..., ya=y" (6.94)

das Differentialgleichungsssystem

Y1 = Yy2 (6.95)
Yy =y3
Yn—1 = Un

yn:F(t7y17y27"'>yn)
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Die ersten n—1 Gleichungen entstehen durch die Definition von y; in Gl. (6.94). Die letzte
Gleichung ist die urspriingliche Differentialgleichung, in der wir y und seine Ableitungen
durch die entsprechenden y; ersetzt haben.

Die Bewegung einer Masse an einer Feder wird beschrieben durch die DGL zweiter Ordnung
k
y'+—y=0
m

Mit y = y; und y’' = yo erhalten wir das Gleichungssystem

oder in Matrixform

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Ohne Beweis sei angefiihrt, dass wenn die Funktionen fi, ..., f, stetige Funktionen mit
stetigen partiellen Ableitungen 0f1/0y1,...,0f1/0Yn,...,0fn/Oyn sind, es in der Um-
gebung des Anfangspunktes (¢, K1, ..., K,) eine eindeutige Losung von Gl. (6.87) gibt.

Fiir lineare Systeme der Form (6.91) gilt weiter: sind die Funktionen a;;(t) und g;(¢)
stetig auf einem Intervall o < t < 3 das den Punkt ¢y enthélt, dann gibt es auf diesem
Intervall eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems. Fiir das homogene Problem
[g;(t) =0, i =1,...,n] gilt wieder das Superpositionsprinzip: sind 7(1), 7 Lésungen,
dann ist

j=Crgh + Coy® (6.96)
ebenfalls eine Losung.

Die allgemeine Losung eines homogenen, linearen Systems der Form

7y = Ay (6.97)

mit der Dimension n hat die Form
=017V + Coi® + - 4 Cg™ (6.98)
Hier bilden 7™, ..., 7 eine Basis oder ein sogenanntes Fundamentalsystem. Die Un-

abhingigkeit der Funktionen 7(* ist gleichbedeutend mit einer von Null verschiedenen
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6.3. Differentialgleichungssysteme

Wronskideterminante
gk
wEo,...,.gmy=| 2 B (6.99)
g yP

Wenn das Differentialgleichungssystem aus einer DGL hoéherer Ordnung entstanden ist,
entspricht diese Determinante der Wronskideterminante in Gl. (6.53).

6.3.1 Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten

Im Folgenden beschrinken wir uns auf Differentialgleichungssysteme der Form
iy = Ay (6.100)

wobei die Matrixelemente a;; keine Funktionen sondern Konstanten sind. Wir wissen,
dass die Losung einer einzelnen DGL ' = ky die Form y = Ce*® hat. Entsprechend
versuchen wir das System (6.100) durch den Ansatz

7 = veM (6.101)
zu 16sen. Einsetzen in die DGL liefert
(M) = A(ve™)
AN = AveM (6.102)
Das entspricht dem Eigenwertproblem
AT =\ (6.103)

Losungen von Gl. (6.100) haben also die Form von Gl. (6.101), wobei A ein Eigenwert
der Matrix A ist, und ¢ der dazugehorige Eigenvektor.

Wenn die Matrix n linear unabhéingige Eigenvektoren zu den Eigenwerten A1,..., A,
hat, dann bilden die daraus folgenden Losungen y(V, ..., y(!) eine Basis:
vgl)eAlt v§2)e)‘2t vgn)e)‘"t vgl) v§2) vgn)
(1) A (2) A () An (1 @) (n)
woo | e e e ot | 2 R )
v,(ll)e)‘lt UTS?)eAgt Ugn)eAnt vg) v,(f) vé”)
(6.104)
Daraus ergibt sich die allgemeine Losung von Gl. (6.100) als
j=CWeMt . O 7Ment (6.105)
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Wir kehren zuriick zum Beispiel der zwei Wassertanks, beschrieben durch das Differentialglei-

chungssystem
yi )\ _ [ —0.01 0.01 Y1
vy ) 0.01 —0.01 Yo

Die Eigenwerte der Matrix ergeben sich aus

—-0.01 — A 0.01
0.01 —0.01 — A

‘ = (0.01 + \)? — 0.01% = A(A + 0.02)

als Ay = 0 und Ay = —0.02. Die dazugehérigen Eigenvektoren finden wir aus den Gleichungen

. —0.01  0.01 e 0 . 1

(2)
. -(2) _ . 0.01 0.01 U1 . 0 (2) o (2)
(A= XE) '™ =0: ( 0.01 001 v§2) =10 = v =y

mit der moglichen Wahl der Eigenvektoren

1 1
71 _ @)
(1) w=(4)

Damit haben wir die allgemeine Losung

. 1 1 —0.02¢
y—C1( 1 )+C’2< 1 )e

Wenn wir die Anfangsbedingung 1 (0) = 0, y2(0) = 0.1 vorgeben, bestimmen sich die Konstanten

C1 und Cy anhand von
Loy 1 1 _ 0
mo-a()re( )= (o)

zu Cy; = 0.0, Co = —0.05. Damit wird die Losung des Anfangswertproblems
o Ly 1 —0.02t
y—0.05<1) O.O5<_1)e

y1 = 0.05 — 0.05¢ %02
yo = 0.05 4 0.05¢0-0%

bzw. in Komponenten

y1 nimmt also von ¢ = 0 weg zu, wihrend y, abfillt. Im Limes ¢ — oo haben beide Tanks eine
Konzentration von 0.05.

Die bisherige Diskussion beruhte auf der Annahme, dass die n xn Matrix A n unabhingi-
ge Eigenvektoren besitzt. Wenn ein oder mehrere Eigenwerte entartet sind, ist das nicht
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notwendigerweise der Fall, und es sind weitere Schritte notwendig um eine allgemeine
Losung zu erhalten. Z.B. im Fall A = Ay = x kann man neben der Losung y () = gett
eine zweite Losung durch den Ansatz

7% = Gt + wett (6.106)

gewinnen. Der Vektor «w muss durch Einsetzen in das Gleichungssystem bestimmt wer-
den.

6.3.2 Inhomogene Systeme mit konstanten Koeffizienten

Ein Differentialgleichungssystem der Form
7 =A7+3 (6.107)
hat eine allgemeine Losung die die Summe der allgemeinen Losung des homogenen Sys-
tems und einer speziellen Losung des inhomogenen Systems ist:
g=g" +g® (6.108)

Zur Bestimmung einer Losung §?) stehen verschiedene Methoden zur Verfiigung. Hier
zeigen wir anhand eines Beispiels die Anwendung der Methode der unbestimmten Koef-
fizienten. Zwei weitere Verfahren beruhen auf der Variation der Parameter bzw. auf der
Diagonalisierung der Matrix A.

Wir suchen eine spezielle Losung des inhomogenen Systems

g (2 ANy 2t? + 10t
vy =11 -3 )Y 249t +3

Wie im Falle von einzelnen Differentialgleichungen machen wir einen Ansatz der die Form der
Inhomogenitéit widerspiegelt:

7P =@+ Ot + ot
Einsetzen in das DGL-System liefert:

U1 2wn . 2uy — 4uo 2u1 — 4vy 2wy — 4w 2 2t + 10t
<U2>+<2w2>t_< U1—3u2>+< v1 — 3U2 bt wy — 3ws vt t24+9t+3

)

g’ Ay g
Durch Vergleich der beiden Seiten der Gleichung folgt

V1T = 2u1 — 4UQ le = 2’[)1 — 4’02 + 10 0 = le — 4'[02 +2
Vo = 'LL1—3’LL2+3 2102 201—37)2+9 0 :w1—3w2+1

mit den Lésungen
wy=—-1Lwy,=0, v1=0v=3, u=ux=0

2
) _ [ —t
= (")

und somit
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6.4 Ausblick

Wichtige Aspekte die hier nicht besprochen wurden sind z. B.:
e Die Laplacetransformation, eine Integraltransformation.

e Der Reihenansatz fiir DGL zweiter Ordnung, bei dem man am Punkt x¢ den Ansatz
y =, an(x —x9)" macht, und die Koeffizienten aus der DGL bestimmt.

e DGL hoherer Ordnung, welche sich ebenso wie DGL zweiter Ordnung auf Systeme
erster Ordnung zuriickfithren lassen.

e Nichtlineare Differentialgleichungen, fiir die es praktisch keine allgemeinen Metho-
den gibt, und fiir die z. B. das Superpositionsprinzip nicht gilt.
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