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1 Differentialgleichungen

1.1 Grundbegriffe

Beispiel: Freier Fall im luftleeren Raum

l

Der Korper unterliegt allein der Schwerkraft und erfahrt die konstante Erdbeschleu-
nigung a = —g. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen der Weg-Zeit-Funktion
s(t), der Geschwindigkeit v(¢) und der Beschleunigung a(t):

ds
v(t) = s(t) = e
2
T —s).

Fiir den freien Fall gilt:

5(t) = —g (1.1)

Diese Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung (DGL) 2. Ordnung . Thre
Losung ist eine Funktion, die Weg-Zeit-Funktion s = s(¢) der Fallbewegung.

Losung durch 2-malige Integration:

o(t) = /a(t)dt — g+ 0,

1
s(t) = /v(t)dt = —Eth + Cit + Gy



1 Differentialgleichungen

Diese Gleichungen beschreiben Lésungsscharenm
C] und C5 nennt man Integrationskonstanten bzw. PARAMETER. Diese Parameter
haben eine physikalische Bedeutung:

5(0) = Cy : Anfangsposition

fiir t=0
v(0) = C; : Anfangsgeschwindigkeit

Die Anfangswerte s(0) = sy und v(0) = vy bestimmen EINDEUTIG die spezielle
Losung der DGL:

1
s(t) = —§9t2 + ot + 5o

s(t)

Definition: FEine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion y =
y(x) bis zur n-ten Ordnung auftreten, heift GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEI-
CHUNG n-TER ORDNUNG.

F($7y7y,7"'7y(n)):0 mit z € I CR

(z.B. Gleichung ({1.1)))

! Genauer:
. v t . t t v
a(t) = b(t) = B = —g = [Li@d = [l -gd e [l %0d =
t v(t) I
fto —gdt < f%(to)dv(t)—ft0 —g dt
S ut) —vo(te) = —g(t —to) & v(t) = —gt+ gty +vo(to)
—_—

:Cl
analog fiir v(t) = $(t) = dz(tt) =ou(t) = s()= —%giﬁ2 +Cit+ Cs




1.1 Grundbegriffe

Definition: Eine Gleichung zwischen einer unbekannten reellen Funktion y = y(zq, - - -

mehrerer reeller Variablen z; € I, CR (i = 1,2,--- ,r) und ihren partiellen Ablei-
tungen
o, v Oy "y 0 mit iy iy, i, € 1,2 }
L == mit 21.%20.° 12 ceer
79 8.’1]1" axil axiQ ’ ’ axil . 6xin 15625 n 3 4y s

heifit PARTIELLE DGL n-TER ORDNUNG.

Beispiel: Die Wellengleichung fiir ®(z,t) (in einer Raumdimension und einer Zeit-
dimension)

9’d  ,0°D

a3 = C ) =0

ot Ox
ist eine partielle DGL 2. Ordnung.

Definition: Mehrere Gleichungen fiir mehrere reelle Funktionen (x4, - - x,) (mit
k =1,2,...,p), mehrerer reeller Variablen z; € I; C R (mit ¢ = 1,2, ...,r) und ihrer
partiellen Ableitungen

2 n
FZ<ZU Oy Oy 0 Y ):()

3 ) ) )
dz;" Ox; Ox;, Ox; - O0x;

mit 41,49, -+ ,i, € {1,2,--- ,r}, 1 =1,2,..., ¢ bilden ein SYSTEM PARTIELLER DGL.
Die Reduzierung auf eine Variable z;q filhrt entsprechend zu einem System gewohn-

licher DGLF]

Beispiel: Die Newtonschen Bewegungsgleichungen

—

mz(t) = F(Z,1,1)

bilden zusammen ein System von 3 gewohnlichen DGL 2. Ordnung.

Beispiel: Die Maxwell-Gleichungen

divE = £ divB = 0,

€y’

rotE = —%—?, rotB = Moj+ eo,uo%—iJ

bilden zusammen ein System von acht partiellen DGL 1. Ordnung fiir 6 unbekannte
Funktionen E(Z,t) und B(Z,t).

*Im Folgenden wird die Abkiirzung der DGL fiir Einzahl und Mehrzahl verwendet.



1 Differentialgleichungen

Definition: Eine Funktion y(z) heifst eine LOSUNG DER DGL, wenn sie mit ihren
Ableitungen die DGL identisch erfiillt.

Die ALLGEMEINE LOSUNG einer DGL n-ter Ordnung enthélt noch n voneinander
unabhéngige Parameter.

Eine SPEZIELLE oder PARTIKULARE LOSUNG erhélt man aus der allgemeinen, indem
man den n Parametern feste Werte zuweist. Dies geschieht mithilfe von ANFANGS-
BEDINGUNGEN oder RANDBEDINGUNGEN.

1.2 Lésungsmethoden fiir DGL 1. Ordnung

Sei eine DGL 1. Ordnung
y = fz,y)
mit der Anfangsbedingung y(zy) = yo gegeben. Das Ziel ist, die Losung y(x) zu
bestimmen.
Abhéngig von der Gestalt von f(z,y) gibt es verschiedene Losungsmethoden.

1.2.1 DGL mit getrennten Variablen

Seien nun f(x) und g(y) auf ihren zugeordneten Intervallen I, I, C R stetige Funk-
tionen mit g(y) # 0 Yy € I,
Ist nun die DGL vom Typ

r_ f@)
T )
oder auch
9y = f(x), (1.2)

dann ist das Anfangswertproblem (AWP) mit gegebenen Anfangswerten x, € I,
und yg € I, in hinreichend kleiner Umgebung von 1z eindeutig 16sbar.
Eine DGL dieser Form kann mit folgendem Prinzip gelost werden:

1. Trennung der beiden Variablen
2. Integration auf beiden Seiten der Gleichung

3. Auflésen der resultierenden impliziterﬁ Gleichung vom Typ G(y) = F(x) +C

nach y
Expliziter:
Eine DGL der Form (|1.2))
Y = f(z)
9(y)

ist Aquivalent zu

3Definition implizit / explizit siehe Seite 9



1.2 Lésungsmethoden fiir DGL 1. Ordnung

Sei G(y) die Stammfunktion zu ¢(y), somit gilt

d .
@G(y) =g(y) mity=y(z).
Daraus folgt
d _0G(y) dy _dG(y) , ., @D, _ d
%G(y)—Ty‘%— dy v =gy = flz)= dxF(x)’
also p p
- Gly) = -+ F(). (1.3)

Es folgt durch Integration auf beiden Seiten iiber x:

G(y) — G(yo) = F(z) — F(zo) mit yo = y(zo)

und somit
G(y) = F(z) — F(xo) + G(yo)-

Unter Verwendung der zu G inversen Funktion Gt (unter der Annahme derer
Existenz) ergibt sich

y(x) = G H(F(x) = F(zg) + Glyp))-

mit y = y(z) und speziell yy = y(x). y(x) ist demnach eine eindeutige Losung zur

DGL (1.2)).
Beispiel: Es sei die DGL
2
r_ —z(y” — 1)
y(a® - 1)
gegeben.
L 2y dy = — 233 dx
y -1 z-—1

2. ) €T
y =1 z- -1

= Inly® =1 +hjz*-1=C
= F-DE*-1)=C

/ C
y(z) = £4/1+ 3
z©—1

Daraus folgt die allg. Losung




1 Differentialgleichungen

mit C als Integrationskonstante und unter der Bedingung, dass | z |# 1.

y':g(ax—&-by—i-c)
u=ar+by+c

/

= Y =500 =gw)
= ' =a+bg(u)

1.2.2 Homogene DGL
Gegeben ist die DGL der Form

v =f (%) mit x # 0, (1.4)

d.h. die DGL muss so darstellbar sein, dass f von « und y nur noch in der Form %
abhéngig ist, also z.B.

Y Y
w=r—y & y=1-"=fC)
aber NICHT
Y Y
vy =1-y & y'zf—*#f@)
Mittels der Substitution von
u(z) = M, x#0
x
lasst sich y(x) schreiben als
y(x) =z u(z)
= y/:xu/—i—u f(u),
erhdlt man die Gleichung
u' = M, x # 0. (1.5)
x

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen, die mit dem Verfahren aus[I.2.1] gelost

werden kann:
J7o==]%
fw)—u ) z’

Zum Schluss muss noch riicksubstituiert werden und man erhélt somit die allgemeine
Losung fur die DGL (1.4) (|7]).



1.2 Lésungsmethoden fiir DGL 1. Ordnung

Beispiel:
2
JoV_ T
- 2
Ty
, 1
< Y=u——J=utuzx
u
, uw—u’—u 1
& U= =——
T TU
d
= /quu—— b
x
u® ~
& gz—lnx—l-C

& u:(C—Slnx)%

Wl

& =z(C —3lnx)

Dies ist die allgemeine Losung mit C' als Integrationskonstante.

1.2.3 Lineare DGL 1. Ordnung

Eine DGL der Gestalt

Y +g(x)y = h(z) (1.6)
mit stetigen Funktionen g(z) und h(z) iiber einem Intervall I C K nennt man
LINEARE DGL 1. ORDNUNG. Ferner bezeichnet man die DGL als HOMOGEN, wenn

die STORFUNKTION h(z) = 0, Vz € I, ansonsten als INHOMOGEN. Die Gleichung
(1.6)) ldsst sich umschreiben zu

eiG(m)di (eG(x)y) = h(x) (1.7)

T

mit G(x) als Stammfunktion von g(x). Aus Gleichung (|1.7) folgt somit
y(z) = e €@ (C + /eG(z)h(a:)dm> mit C € R.

Fiir beliebige Anfangswerte y, € R und zy € I ergibt sich eine Losung. Diese ist
eindeutig und global fiir alle z € I durch die Anfangsbedingung y(zy) = yo bestimmt

und man erhalt
X

y(z) = e 6@ yo+l/6G@”N®d€

mit



1 Differentialgleichungen

Im homogenen Fall (h(x) = 0) ergibt sich die allgemeine Losung
y(w) = Ce ")

mit der gleichen Stammfunktion G(x). Die vollstdndige allgemeine Losung der in-
homogenen DGL ist somit die Linearkombination der homogenen und inhomogenen
Losung

Y(@) = Yinn (T) + Ynom (2)-

Beispiel: Freier Fall eines Koérpers mit Reibung proportional zu v.

m%—kkv—mg:()

.k
< v+—v=g
m

Die Anfangsgeschwindigkeit ist gegeben durch v(0) = 0.

Die Geschwindigkeit nimmt also beim freien Fall kontinuierlich zu und néhert sich

exponentiell der konstanten Endgeschwindigkeit lim; ., v; = %< an.

1.2.4 Exakte DGL
Gegeben sei die DGL vom Typ

Pley) + Q) =0 & Play) + Q) L =0 (1.9

& P(x,y)dz + Q(x,y)dy =0

mit reellwertigen Funktionen P, @), welche sternférmig ist. Diese DGL heif$t EXAKT,
wenn es eine Funktion F'(x,y) gibt, so dass

(o) =9r@a) = (F ) it V=0.0,).  (9)

Q(x,y) Fy(z,y)

P(z,y) und Q(z,y) seien in einem (offenen) einfach zusammenhéngendem Gebiet G
stetig partiell differenzierbar. Es existiert genau dann ein POTENTIAL F'(z,y) mit
der Eigenschaft (1.9)), wenn die INTEGRABILITATSBEDINGUNG

Py(may) :Qz(xvy)a (110)



1.2 Lésungsmethoden fiir DGL 1. Ordnung

also die Rotationsireiheit des Vektorfelds

. (Py)
H={Q(xvy) ],
0

also
VxH=0

erfiillt ist. Die Stammfunktion bzw. das Potential F'(x,y) ldsst sich dann durch ein
Kurvenintegral ldngs eines in G verlaufenden Weges von einem beliebigen Punkt
(2g,Yo) € G zum Punkt (x,y) € G berechnen.

Satz: SATZ UBER STAMMFUNKTIONEN. Sind die Funktionen p(z,y), u(x,y) in
dem einfach zusammenangdenden Gebiet D stetig differenzierbar, so existiert eine
Stammfunktion F(z,y) genau dann, wenn

py=u, inD

ist.
Man erhélt eine Stammfunktion als Kurvenintegral

(Zy)
P@.7) = / {p(e,y)dz + u(z, y)dy} |
&v)

wobei (§,v) € D ein fester Punkt ist und léngs eines beliebigen, die Punkte (&,v)
und (Z,y) verbindenden Streckenzuges integriert wird. Die Gleichung p, = u, ist
gerade die Bedingung dafiir, dass dieses Integral vom Wege unabhéngig ist. Die
Bedingung garantiert, dass F'(x,y) nicht vom gewdhlten Weg abhéngt. Bis
auf eine additive Konstante ist das Potential eindeutig

“Diese Wegunabhéngigkeit folgt aus fdé'/f(é’) = fdf'rot/Y =0, dem Satz von Stokes.



1 Differentialgleichungen

Somit folgt aus (1.8) mit Gleichung ([1.9)), dass

0= P(x,y(x)) + Q(z,y(x))y (z)
= Fy(z,y(x)) + F,(z,y(x))y (z)

und mit der Kettelregel

0= %F(m,y(m)) = Fl(z,y(z)) =C.

Die explizite Losung der DGL ergibt sich letztlich durch das Auflésen nach y(z).
Beispiel: Um die ALLGEMEINE LOSUNG einer exakten DGL

y cos(zy) — 22 + x cos(zy)y = 0
zu finden, muss zuvor gezeigt werden, dass diese exakt ist.

P(x,y) = ycos(zy) — 2,
Q(z,y) = x cos(zy),

Die Bedingung ([1.9) ist demnach erfiillt. Die allgemeine Losung fiir F'(z,y) kann
man folgendermafen berechnen

F(z,y) = /P(x,y)dm + C(y) = sin(zy) — 2%+ C(y) (1.11)
Bestimmung von C(y):

Q(x,y) = xcos(zy) = Fy(z,y)

€20 x cos(xy) + C'(y)

= Cy=0
= C(y) = const.

Bestimmung von y(z):

F(z,y(z)) = C = const.
sin(zy(z)) — 2> = C

= y(z) = %aresin (5 + 3:2)

Dies ist die allgemeine Losung fiir die DGL mit C als Integrationskonstante.

10



1.2 Lésungsmethoden fiir DGL 1. Ordnung

Der integrierende Faktor

Die Differentialgleichung
p=ydr+2xdy=0 (1.12)

ist nicht exakt. Man kann sie aber leicht zu einer exakten Differentialgleichung
machen, etwa im Gebiet > 0 durch Multipikation mit 1//z:

%dm 1 2zdy =0

ist exakt, eine Stammfunktion lautet
F(z,y) =2yvz (x> 0).

Auch durch Multiplikation von [[.12] mit y erhilt man eine xakte Differentialglei-
chung
y2da: +2zxy dy=0 mit F(z,y) = ny.

Allgemein nennt man, wenn die Funktionen p(z,y), u(z,y) in D stetig sind, jede
in D stetige Funktion M (z,y) # 0 einen INTEGRIERENDEN FAKTOR beziiglich der
Differentialgleichung, wenn die Differentialgleichung

M(z,y)p(z,y)dz + M(z,y)q(z,y)dy =0

exakt ist. Ist p,q, M € Cl, so bedeutet das nach dem Satz iiber Stammfunktionen,
dass (Mp), = (Mq),,
Myp+ Mp, = M,q+ Mg,

sein muss. Mit der Bestimmung eines Multiplikators M ist die Differentialgleichung
im wesentlichen gelost, die Stammfunktion F'(z,y) ergibt sich nach dem Satz iiber
Stammfunktionen durch einfache Integrationen. Man beachte, dass es geniigt, einen
einzigen Multiplikator M zu finden, dass dies aber eine unter Umsténden schwierige
Aufgabe ist, da M Losung einer partiellen Differentialgleichung ist.
Gelegentlich ldsst sich ein Multiplikator bestimmen, welcher nur von z (oder nur
von y) abhéngt. Der Ansatz M = M(x) fithrt auf
/

% = % = (log M)'".
Ein solcher nur von z ahéngiger Multiplikator existiert also genau dann, wenn die
linke Seite von

1.2.5 Implizite DGL

Die DGL der Form
F(2.y@),9 @), 5™ () =0

heifst IMPLIZITE DGL, wenn sie nicht nach der hochsten Ableitung auflésbar ist. Ist
die DGL nach der héchsten Ableitung umgestellt, so nennt man sie EXPLIZIT. Sei

11



1 Differentialgleichungen

eine implizite DGL 1. Ordnung F(z,y,y’) = 0 nach y auflésbar, also iiberfithrbar
in die Darstellung

y=¢(z,y), (1.13)

so kann diese DGL durch eine Substitution gelost werden. Sei y' = p = p(x) die
Substitution, so folgt

y —@(z,p(r)) =0

und weiterhin durch Differenziation

Lty plap) ) =0

d d
<~ %?J - %90(37717(%)) =0
;0 dp dp _
& %90(96711(33)) pdz 0
& pla) — e(z,p() —p,(z,p(x)) p'(z) = 0, (1.14)
P(z,p) Q)

also eine IMPLIZITE DGL fiir p. Die Lésung von ([1.14) fiir p(x) setzen wir in ((1.13))
ein, woraus sich die Losung fiir y(z) ergibt.

Beispiel:
Y +logy =y+z mity >0 (1.15)

Die Gleichung (|1.15)) wird erst nach y aufgelést und dann nach x abgeleitet. Daraus
folgt

/

p=p+% -1
p
/ 1 1
S pll4+—-)=p(l1+-)fallsp#—1,0
p p
s p=p.
Daraus ergibt sich die Losung

p(z)(= 3y (x)) = Ce® mit C > 0.

Einsetzen in (|1.15) liefert
y(z) = Ce” +log C.

1.2.6 Potenzreihenansatz

Mit der Annahme, dass die DGL n-ter Ordnung

F(l’,y,y/,"' 7y(n)) =0

12



1.2 Lésungsmethoden fiir DGL 1. Ordnung
oder die DGL 1. Ordnung
Y (z) = f(z,y)

eine Losung y(x) besitzt und sich um = = z als Potenzreihe darstellen lasst, wahlt
man den Ansatz

y(@) = ay (e — )"
n=0

Die Ableitungen von y(x) bestimmen sich zu

oo

Y (@) =Y (n+ Dapy(z — )",
n=0

y'(@) = (n+2)(n+ Day (e — )",
n=0

Dies kann man nun in die DGL einsetzen. Lasst sich die rechte Seite ebenfalls als
Potenzreihe

Z bnxn7 by, = fn({an})
n=0

schreiben, so ergibt sich aus einem Koeffizientenvergleich die Bestimmungsgleichun-
gen (meist Rekursionsformeln) fiir die unbekannten Koeffizienten a,,. Die somit ge-
fundene Potenzreihe ist dann im Konvergenzintervall xjp — R < x < x5 + R eine
Losung, sofern sie einen Konvergenzradius R > 0 besitzt. Haufig sind die ersten
Koeffizienten durch Anfangsbedingungen vorgegeben. |7]

Beispiel:
y =y+2
[e.e] oo
= Z A (n+1)2" = Z apz" + 2z
n=0 n=0

Koeffizientenvergleich fiir 2™ liefert:

n=0 = a; =ag
ag + 2
2
n>2 = a,1(n+l)=a,

n=1 = ay=

13



1 Differentialgleichungen

Diese Rekursionsformel ergibt:

a oy Qpy _ as _ 2ay
"+l m+)n (n4+Dn---3 (n+1)!
2
— %o + firn > 2
(n+1)!
_ ag+2 o = 2"
— y(z) =ag+agr + 5 % +(a0+2);n!
= (ag+2)e" —2(z + 1)
=Ce"—2(z+1) mitC=ay+2 € R
1.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz
1.3.1 Picardsche Integralgleichung
Die explizite DGL 1. Ordnung
y = fla,y) wmit y(z) = yo (1.16)
ist aquivalent zur PICARDSCHEN INTEGRALGLEICHUNG
(1.17)

y(z) = o + / £t () dt,

d.h. jede Losung von (1.16]) ist eine Losung von ([1.17) und umgekehrt.

Beweis:

(i) y(z) sel eine Losung von ((1.16))

N /y’(t)dt—/f(t,y(t))dt: Gl (116
x z

=y(2)—vo

(ii) y(z) sei Losung von (1.17), Differenzieren von (1.16) = 3" = f(z, %)

1.3.2 Lipschitzbedingung

R sei ein Rechteck in der x — y-Ebene: |z — x| < a und |y — yo| < 0.

14



1.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Definition: Die Funktion f(z,y) erfiillt in R eine LIPSCHITZBEDINGUNG beziiglich
y, wenn eine Konstante L > 0 existiert, so dass

|f(z,91) = f(z, )| S Liys —yal  Y(z,1), (z,2) € R.

L heiflt LIPSCHITZKONSTANTE. Wenn f(x,y) eine Lipschitzbedingung erfiillt, dann
ist f(x,y) LIPSCHITZ-STETIG beziiglich y. Lipschitz-Stetigkeit ist stiarker als Ste-
tigkeit aber schwécher als Differenzierbarkeit. f erfiillt auf R LOKAL eine Lipschitz-
bedingung, wenn es zu jedem Punkt von R eine Umgebung U gibt, in der f eine
Lipschitzbedingung erfiillt.

y

Yoo ------

Beispiel:  f(z,y) = y2 erfiillt auf R = R? zwar lokal eine Lipschitzbedingung aber
nicht global, da
f('rayl) - f(wva)
Y1— Y2

unbeschrinkt auf R? ist. |7, S.52| (Einschub

= |y1 + 2l

Bemerkung: Falls f stetig partiell nach y differenzierbar ist und in R existiert, so
erfiillt f(z,y) beziiglich y eine Lipschitzbedingung in jedem R = {(z,y)||z — xo| <
a, |y —yo| < b}. Dann ist

L= m]z%x ‘fy(ac,y)‘

eine mogliche Lipschitzkonstante. (Einschub

1.3.3 Banachscher Fixpunktsatz

Definition: FEin BANACH-RAUM B ist ein vollstdndiger und normierter Vektor-
raum.

15



1 Differentialgleichungen

Beispiel:

(i) Rmit || x || = |z| ist ein Banach-Raum.

(ii) R" mit || 2 || = \/#] + - -- + 22 ist ein Banach-Raum.

(ili) C(a,b) = {u(z)|u(x) stetig fiir a < < b} ist als Raum der stetigen Funktio-
nen iiber dem Intervall [a, b] mit

ol = mex fu(@)]

ein Banach-Raum. Eine Folge stetiger Funktionen, die beziiglich der Maxi-
mumsnorm konvergiert, konvergiert gleichméfig auf dem Intervall [a, b] und
hat demnach eine stetige Grenzfunktion.

Die Maximumsnorm erfiillt die Eigenschaften einer Norm . Wenn jede CAUCHY-
FOLGE auf ein Element des Raumes hin konvergiert, so nennt man den Raum vVOLL-
STANDIG. Konvergiert eine Funktionenfolge (u,,),cn auf einem Intervall [a,b] bzgl.
der Maximumsnorm, d.h. es gilt

Im,n>NeN: [[u,(z) —u,(z)| <e Ve>0,

so liegt gleichméfige Konvergenz auf dem Intervall [a, b] vor. Gleichméfige Konver-
genz impliziert eine stetige Grenzfunktion u(z) |1, S. 36f.] (3.2)).

Satz: BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ

Es sei D eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge eines Banach-Raums B und P :
D — D eine Abbildung mit

| Puy — Pus || < qllug —us |l; ¢<1; wuj,upy €D

wobei P als KONTRAKTION wegen ¢ < 1 bezeichnet wird. Dann besitzt P genau
einen Fixpunkt y in D, d.h. es gibt genau ein y € D, fiir das gilt

Py=y.

Beweis: Es sei yy € D beliebig und y;,; = Py; fiir i = 0,1,2,... die Iteration von
P.

Hyi-l-l_yi |= pri_Pyi—l H S(J”yi—yz‘—l H S---Sql Hyl—yo H

Schreibe y,,, — y,, (m > n) als

m—1
Yn = Yn = Ym — Ym—1 _ym—2+"'+yn+2+yn+1 —Yn = Z (yi+1 _yz)
i=n
Dreiecksung]. m—1 Py, =vit1 m-l qn _
= | Ym — Y |l < ZH%H*%H < Hy1*3/0||qu§||y1*yo||ﬁ
i=n i=n

16
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1.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

mit m > n und ¢ < 1 folgt somit
= ¢"—q¢"<q"
n

q
| Y = vn 1< 191 — %0 Hiq

= | Ym—Ynll = 0 mitm,n— oo

Somit ist {9, }neo eine CAUCHY-FOLGE in D. Daher existiert ein y € D mit y,, — v,
d.h. ||y, —y || = 0 fiir n — oo. Dieses y erfiillt die Fixpunktgleichung Py = y, denn

| Py—yll=1Py—Pyi+yr—y |l <aly—vill+ | yix1 -yl Vi

Mit 7 — oo folgt
I Py—yll=0 = Py=y.

Beweis:
Eindeutigkeit

y und g sollen beide die Fixpunktgleichung erfiillen, d.h. Py = y und Py =g

~ - - (a<1) -
ly—gll=I1Py—Pjll<qlly—gll=—=ly—9l=0
= y=y

1.3.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard/Lindel6f
Satz: Die Funktion f(x,y) sei stetig im Rechteck R:
[z — 2ol < a, |y—yol <P

Ebenfalls erfiille sie in R eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich y. Dann hat die
DGL zu jedem (z¢,yq) € R

y/ = f(xay)7 y(xO) =%

fiir |x — zy| < a genau eine Losung.

Beweis: Seien J = {z| |z — | < a} und B = {u(z)|u(x) stetig fiir z € J} mit
| || = max; |u(z)| ein Banach-Raum. Die Abbildung P

(Pu)(z) = o + / £t u(t))dt

17



1 Differentialgleichungen

ist eine Abbildung von B in sich selbst. Das Integral existiert, weil f(¢,u(t)) eine
in ¢ stetige Funktion ist. Daraus folgt, dass (Pu)(z) nicht nur stetig, sondern sogar
stetig differenzierbar ist mit (Pu)’(z) = f(x,u(x)). Zudem ist P eine Kontraktion,
denn

(P)a) - (Po)(@)] = | [ (6. u(t) - f2,v(e))ae

< / F(tu(t) — F(to(t)] dt
< fo = ol mase | (1, u(8) = £, 0(0)

Nach Anwenden der Lipschitzstetigkeit folgt
<l|x — L|u(t) —v(t
< Jo ol max Llu(t) — o)
<aLl|u—v]

= [ (Pu) = (Pv) [ <aLl [u—wv].

Mit der Bedingung aL < 1 lasst sich der Banachsche Fixpunktsatzes anwenden,
somit gibt es genau ein y € B mit

Py =

Yy
o (@) =vo+ / F(ty(t))d.

Damit besitzt die DGL ¢ = f(z,y) mit y(x) = v, in J genau eine Losung.

Beispiel: Die DGL
y =¢° mit y(0) =1 (1.18)
erfillt wegen
2 2
’yl - yz’ = ly1 +val - [y1 — o

in jedem endlichen Rechteck R : |z| < a, |y — 1| < b eine Lipschitzbedingung mit

L =2(b+1). Da aber L mit der Hohe des Rechtecks anwéchst, gibt es keine globale

Lipschitzkonstante. Die Losung y(z) = ﬁ hat zwar bei z = 1 eine Singularitét.

Dennoch existiert z.B. im Intervall | z [< % eine eindeutige Losung.

1.3.5 Bemerkungen und Ergdnzungen

Picard-Iteration

18



1.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Der Satz von Picard/Lindel6f impliziert, dass sich die Losung y(z) als Grenzwert
einer Folge von Funktionen y,,(z) gewinnen ldsst. Sei nun

yO(x) = Yo, yn-l—l(x) = Yo+ /f(t7yn(t))dt' (119)

Lo
Dabei ist die Wahl einer konstanten Startfunktion yy(x) = y, nicht zwingend, aber
haufig bequem. Somit gilt:

yn(x) — y(z) gleichmékig fiir x € J, im Limes n — oo.

Dieses Verfahren, insbesondere heifst PICARD-ITERATION. Entwickelt man
die Funktionen-Folge (v, (x)), geméf obiger Regel, so erhédlt man im Grenzwert
u — oo die Losung y(z) der DGL. Dieses Entwicklungsverfahren nennt man Picard-
Iteration. Die einzelnen Funktionen y,,(x) bezeichnet man als Picard-Iterierte.

Beispiel:
/
y =2xy

mit y(0) = 1. Wir setzen y((z) = 1, daraus folgt

yoy(e) =1+ [2t-1dt =1+27

5] O\H

4

Y2y (2) = 1+/2t(1 +t%) dt = 1+x2+%,
0

x

z 4 4 6

_ 2t _ 2, ¢ T

y(3)(m)—1+/2t<1+t+2>dt—1+x+2+3!,
0

4 6 2n

2 X T x
y(n)(w):1+x +3+§+"'+W.

Durch vollstandige Induktion erhélt man

[es] w2k 9
y(ﬁ):Zﬂzez-
k=0

Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus der Lipschitzbedingung. Fiir ihre blofe Exis-
tenz geniigt die Stetigkeit von f(z,y).

Satz: (von Peano)
Es sei f(z,y) stetig in einem Rechteck R = {(m,y)| |z — x| < a,|ly—yo| < b},
wobei (zg, yo) der Mittelpunkt des Rechtecks R ist. In R existiert ein Maximum

M = max |f(z,y)
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1 Differentialgleichungen

des Betrags der Funktion f(x,y). Ferner sei h das Minimum

b
h == i —— .
min <a, )

[z — x| < h

Dann existiert im Intervall

mindestens eine Losung der DGL

y, = f(l',y)

mit y(zy) = yo. Die Stetigkeit alleine reicht jedoch nicht aus, um die Eindeutigkeit
der Losung zu sichern.

Beweis: siehe |9, S. 76]

Beispiel: Es sei

@ =ale= {7, ©20
x)==x|x|=
Y —x2, xz <0
, 2x, x>0
= y =2z =
-2z, <0

=2v/]yl

Also erhilt man die DGL ¢’ = 24/|y| mit y(0) = 0. Zu dieser DGL existieren weitere
Losungen, z.B.

0 0, x>0 d x2, x>0
=0, y= oder y = .
Y Y —z? Y 0, x<0

Denn
f(z,y) =2y

ist zwar stetig, erfiillt aber keine Lipschitzbedingung in der Umgebung von y = 0.
D.h. AL > 0, so dass

|f(x,91) — f(z,y2)| < Llys —yal, Y(z,9;) €ER

also
’f($7y1) - f(xva)‘ <L
ly1 — yal

gilt. Denn fiir |y; — yo| — 0 mit y; = 0 geht

|f(:c,y1)—f(x,y2)! - 00
Y1 — o

20



1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewéhnlichen DGL 1. Ordnung

1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n
gewohnlichen DGL 1. Ordnung

Definition: Ein SYSTEM VON 1 GEWOHNLICHEN DGL 1. ORDNUNG lasst sich
schreiben als

yv:fv(x7y17"’ 7yn) mitv:1727"' ,

oder aquivalent

mit der Anfangsbedingung ¢(xg) = .

Definition: GEWOHNLICHE DGL n-TER ORDNUNG (n > 1) lassen sich schreiben
als

mit der Anfangsbedingung 7/ (i)( = ® (1=0,1,2,--- ,n—1).

1.4.1 Zusammenhang zwischen einem System von n DGL 1. Ordnung
und einer DGL n-ter Ordnung
Gegeben sei eine DGL n-ter Ordnung

y(n) = F(.T, Y, y/7 o 73/(”71))' (120)

Um den Zusammenhang zu einem S stem Von n linearen DGL zu zeigen, transfor-
miere man zunichst die Variablen y'" zu y ) y;+1 und fasse diese als Vektor der
Form

Y1 ?/,
o Yo Y
y = . =
U y(n—l)

zusammen. Hiermit l&sst sich ein System von n linearen DGL der Form

Y1 yz(ﬂf)
Y2 ZJ3(5U)
=1 | = : = flz,7) (1.21)
/
Yn1 Yn ()
Un F(z,y1, - Yn)

konstruieren und folglich ist

yl(w)z/yidl:/yzd:vzy

die Losung der Gleichung ((1.20]).
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1 Differentialgleichungen

1.4.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz
Analog zu Kapitel (1.3) definiere man als Norm eines Vektors

2] = max [z].
v=1,....,n

Das System von n DGL mit der Anfangsbedingung ¢(xy) = 7, ist dquivalent zu
x
) =g+ [ Flt.e) d.
To

Es sei nun | f(z,%) | < M in einem Quader D C R™™ mit | # —zy || < «a
und || ¥ — 7, || < b definiert; ferner sei f stetig in D. Weiterhin gelte die lokale
Lipschitzbedingung

I f(@,5) = fle, ) [| <L §g—Z]. (1.22)

in D, sodass es genau eine Losung gibt. Dies ist insbesondere der Fall, wenn f; €
C(D). Aukerdem definiert man eine vektorwertige Picard-Transformation

a) — (PF)(@) = o + [ Fit.210) ar

Dann besitzt das System von DGL mit der Anfangsbedingung 4, = 7(x() in

b
I:|z— h = mi —
|z — g |< min <a, >
die eindeutige Losung #(Z). 2]

Also gilt analog

Der Existenssatz von Peano:

Die vektowertige Funktion f(:v,g]’) sei in einem Gebiet D c R"™! stetig, und es

sei (&,vg, -+ ,V,_1) € D. Dann besitzt das Anfangswertproblem (AWP) der Glei-
1

¥ — —
chung ¢/ = 1J: £ mit der Anfangsbedingung f(xg,7y) = fo mindestens eine Losung.

Auferdem lisst sich jede Losung bis zum Rand 9D von D fortsetzen |9} S.134].
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

1.4.3 Direkt integrable DGL n-ter Ordnung
Sei eine DGL folgendermafen darstellbar: |E|

F(y™,z) =0 — y" = f(2)

Dann erhilt man die Losung durch sukzessive Integration

(n 1) /f Tq d.I‘l‘i‘Cl

(n 2) /dl‘l/f To d$2+01(.1‘—330) +02

To To

€T A Tp—1 n_1l
:/dml/dm2-~- / f(xn)dxn_,_clw_i_..._i_cn (1.23)
(n—1)!
o o o

Das Mehrfachintegral in Gl. (1.23]) lasst sich vereinfachen, geméf der Form

/xd$17f(l‘2)dl‘2 :/xdl‘z/xf(@)dxl

~ [ ) (w)ds

Lo

Damit ldsst sich Gleichung ([1.23)) schreiben als

1 . S
y(z) = (n_l)!x/(x —2y)" 7 f(ay)day +;Ci(n_oi)!«

Beispiel: Teilchen, die einer zeitabhédngigen Kraft f(¢) unterliegen

t)

||
g\w :H\

mi(t)

(t —t1) f(t)dt; + z(to) +v(t — to)

5 gestattet Quadratur
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1 Differentialgleichungen

1.4.4 Lineare DGL n-ter Ordnung
Definition: Lasst sich eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung in der Form
y" (@) + g1 (@)y" V(@) + -+ gu(@)y(a) = h(z)

schreiben, so heift sie LINEAR. Fiir h(z) = 0 nennt man die DGL HOMOGEN, fiir
h(z) # 0 INHOMOGEN.

Anwendung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes:

Sind g;(z), ga(x), -, gn(x), h(x) stetig in einem Intervall I C R, so existiert fiir
jedes
/ (n—1)
ro € Lis Yo, Y0, > Yo €R

eine eindeutige Losung der DGL, die die Anfangsbedingung
y(z) (o) = y(()z)
mit ¢ =0,1,...,n — 1 erfiillt.
1.4.4.1 Homogene lineare DGL n-ter Ordnung
Superpositionsprinzip
Mit zwei Losungen y;(x) und y,(z) der homogenen DGL ist auch jede Linear-

kombination y(x) = ay;(x) + Bys(x) eine Losung. Die Losungen erzeugen einen
n-dimensionalen Vektorraum der Polynome in R.

Definition: Hat man n linear unabhéngige, spezielle Losungen y (), yo(z), - - - , Y, (),
so lésst sich jede Losung y(z) als Linearkombination dieser Losungen entwickeln:

y(z) = Zciyi(x) mit C; € R
i=1

Die Losungen {y;(x)}; werden FUNDAMENTALSYSTEM genannt und sind ein mini-
males Erzeugendensystem (Basis) des Losungsraums, wenn fiir jedes {y;(z)}; fol-
gende Definition gilt.

Definition: Ein Satz von Funktionen {y, (), y2(), ..., 4, (®)} — {v;(2) }ic(1, n}
heifft LINEAR UNABHANGIG, falls gilt:

D Api(@)=0 = A== =),=0
i=1
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

Definition: Das dquivalente DGL-System kann man auch mittels einer WRONSKI-
DETERMINANTE (W) analysieren.

W(ylvy% e ayna$) = detq)(x)

yi(@) ya(x) Yn ()
y1 (@) y2() Yn(2)
mit  ¢(x) = : :
n—1 n—.l n—
@) @) el @)
Satz: Die Wronski-Determinante eines Losungssystems W (yy, ya, - -+ , Y, ) = det ()

geniigt zum Finden eines Hauptsystems, da die Lésungen auf einem Intervall I linear
unabhéngig sind, wenn die Wronsi-Determinante an einem Punkt xy € I von Null
verschieden ist. Das Nichtverschwinden der Wronski-Determinante ist ein notwen-
diges und hinreichendes Kriterium dafiir, dass ein Hauptsystem vorliegt. |9, S.173|

Beispiel: Die DGL
" 6 / 12 _ .
- =Yy +—5y=0 mitz >0
x x
hat die Losungen
_ .2 _ .2 3
Y1 =2 °, yp=2 und y3=z".

Somit ergibt sich fiir die Wronski-Determinante:

-2 2 3
NN x , 7 &
Wy, y2,93,%) = |y1 Y2 y3|=|-22"" 2z 32°|=20#0
neoon 4
Y1 Y2 Y3 6x 2 o6z

y1(z), ya(x), y3(x) bilden also ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung lasst
sich schreiben als
y(l?) = Clﬂj_Q + C21U2 + 03563.
1.4.4.2 Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung
Sei die DGL n-ter Ordnung
y " (@) + 91 @)y (@) -+ guy(@) = hx) # 0 (1.24)
gegeben, so hat sie die allgemeine Losung
ymh(x) = yspez(l‘) + yhom(x)
——
spezielle Lsg. der inhomogenen Gl.  allgemeine Lsg. der homogenen Gl.
mit
n
yhom(x> = Z Czyz(x)a
i=1

das aus dem Fundamentalsystem {y;(z)}; gebildet wird. Das Ziel besteht nun darin
die spezielle Losung der DGL mit Hilfe eines
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1 Differentialgleichungen

Variationsansatzes
zu finden:

n
Yspez = Z Cz(x)yz T
=1

wobei die Konstanten C; nun “variiert” werden und somit Funktionen von z sind.
Fiir die Ableitung von yp.. gilt

n

y;pez - Z(Cz/yz + Czy;)
i=1
Es wird gefordert:
quz =0, mitk=0,1,....,n—2.

Dann gilt:

n
y;pez = Z Czy;
=1

1)
Yo Z Coyl" ™Y

yspez chln +ZC/ (n—1)
Einsetzen in ((1.24) ergibt:
- n—1 . n—1
> Cly )+ZCi<y§ + 019 )+---+gnyi>—h(w)
i=1 i=1

=0
Damit erhilt man ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir Cy, ..., Cl:
y/1 y% e yq/@ c 0
U1 Yo e Un Cé :
-1 -1 - '
S S B Lt BANeA h()

Auflésen nach Cf liefert:
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

wobei W;(§) die Wronski-Determinante von (yy, ..., ¥_1, Yit1, -+, Yn) ist. Damit
folgt fiir C;(x)
n [ BEWi(T)
() = (—=1) | 2 g
Cita) = (-1 [ 2t
To

und man erhalt fiir yg,.:

yspez(x) = Z(_l)nJﬂyz(l‘) / w dg

2 ]
Beispiel:
6 12
" — <y + Sy =20z (1.25)
x x
mit dem Fundamentalsystem
-2 2 3
x oz
= W=|-22"" 20 32° =20
6z~ 2 6z
W, = 9,2 Z/;ﬂ _$4 W, = y/1 ?J;) =5 Wy= y} y? _ 2
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2 T
207 - 7* N
= C’l(x):/ 50 d:r—(x —:r())g
To
[ 5
B 202-5 . 2 )
= C’Q(:E)——/ 50 d:v——2 (:z: 330)
To
i 4
202 ~
To

Partikulére Losung der inhomogenen DGL bestimmen:

3
Yspez = Z Ciy;
=1

) g 525
= §x4 —EOJ:‘_2 + 70332 — 43:0$3

*

(x) Hier kann man xy = 0 setzen. Ebenfalls sind dies auch die Lésungen der homo-
genen DGL. Daher spielen sie fiir die partikuldre Losung keine Rolle.
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1 Differentialgleichungen

1.4.4.3 Lineare DGL 2. Ordnung
Ein wichtiger Spezialfall der Physik ist die lineare DGL 2. Ordnung

y" (@) + 91(2)y (z) + go(2)y(x) = h(z)

(A.) Homogener Fall:

h(z) =0
y'(2) + g1(2)y () + ga(2)y(x) = 0 (1.26)

Fiir die Wronski-Determinante ergibt sich:

Y1y
W(yr, 2. %) = 77 77 = y1vs — Yot
AW (y1, Y2, @
(;2)—1/11/5 — Yoty
X

Gl (1.26) nach y"(z) auflésen und einsetzen

=1 (—91¥s — 922) — ¥2 (=191 — 9ov1)
= —01Y1Y5 — Go¥r¥s + 91912 + Goyr¥s
= —g1 (1192 — Y2y1)

= -1 W(y1,y2,7)

d
TIVE/ = —g,(z)dz
S (W) — (W) = - / 0, (7)di
——
Int.Konstante g

(B.) Inhomogener Fall
h(z) #0
y'(@) + g1(2)y (2) + ga(2)y(2) = h(2)

Aus Abschnitt [T:4.4] folgt:

Yspez = ul(;v)yl(x) + u2($)y2(fl‘)

To

ug(x) = /h(;z’égj)di

To
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

Beispiel: Bewegungsgleichung des 1D harmonischen Oszillators, getrieben
durch eine harmonische Kraft F'(t) = A cos(wt):

i+ wiz = Acos(wt)
linear unabhéngige Losung (der homogenen Gl.):
x1(t) = cos(wqt)
x9(t) = sin(wgt)
Wronski-Det.:

Ty Tg
Ty Ty

cos(wqt) sin(wqt)
wo sin(wgt)  wq cos(wyt)

:wo

t

A -
uy (t) = - sin(wpt) cos(wt)dt
o/
A w . .
=5 ( cos(wyt) cos(wt) + o sin(wyt) sin(wt)
Wy — W 0
— cos(wylg) cos(wtp) — “ sin(wqtg) sin(wt) )
wo

Ecl
t

A -
us(t) = o cos(wyt) cos(wt)dt
to
A
-2 2 ( sin(wgt) cos(wt) — “ cos(wyt) sin(wt)
Wy — W wWo
— sin(woty) cos(wip) + wio cos(wpty) sin(wty) >

~
xspez(t) - ul(t)xl(t) + Uy (t>$2(t)

Die Terme proportional zu C; und C, spielen fiir die spezielle Losung keine
Rolle, denn x4 (t) und x4(t) erfiillen die homogene DGL.
Damit folgt fiir die spezielle Lésung der inhomogenen DGL:

Tper(t) = R cos(wt)
2

1.4.5 Lineare DGL mit konst. Koeffizienten
Sei eine DGL der Form
y (@) + ary" V(@) + -+ any(e) = h@),

mit der Einschréankung, dass Vi =1, ...,n: g;(x) = a; = konstant sind, gegeben.
Dann nennt man diese DGL LINEAR MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN.
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1 Differentialgleichungen

1.4.5.1 Allgemeine Theorie

Die Losung dieser DGL mit der Inhomogenitét h(z) # 0 lasst sich analog zu der (all-
gemeinen) inhomogenen linearen DGL n-ter Ordnung bestimmten. Jedoch lasst sich
bei der Bestimmung der Losung der homogenen Form das Fundamentalsystem durch
cinen einfachen Ansatz, dem D’ ALEMBERTSCHEN ANSATZ MIT y(z) = ¢* (A € C),
finden. Es wird nun im Folgenden die homogene lineare DGL mit konstanten Ko-
effizienten betrachtet. Setzt man den D’Alembertschen Ansatz in die DGL ein, so
erhilt man:

/\ne)\:p + al/\nfle)\:r 4t ane)\m -0
s N4ag ANl 4 4a,=0=30)
®(\) nennt man das charakteristische Polynom n-ter Ordnung.

Geméf des Fundamentalsatzes der Algebra besitzt ein Polynom n-ten Grades ma-
ximal n verschiedene Nullstellen.

1. Das heifst sofern keine Entartung vorliegt, sind alle \; (Vi =1, ..., n) paar-
weise verschieden

N # A Vi#£ g
Dann bilden die Losungen
AT .
y(z) =" Vi=1,...,n
ein Fundamentalsystem fiir die DGL.
2. Liegt beispielsweise fiir die j-te Nullstelle A; eine k-fache Entartung vor, so
gilt
A =Ap1 == Ajpke1 = Mg

und die k linear unabhangigen Funktionen dieses Unterraums des Fundamen-
talsystems sind
Az

A kA
yi(x) = eV, gy (x) = xe™", Ly p(n) = x7eT

Anmerkung: Uberpriifen des Fundamentalsystems mit Hilfe der Wronski-Determinante
liefert

I/V()\l7 e ;An’ $) = )()\;_16)\7%)2.]. = exp Z )\]l‘ ’(A;_l)”
J

= exp Z AT H()‘l - ;)
j=1

i>1

Zu beachten ist, dass auch komplexe Nullstellen auftreten kénnen.
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

Beweis: zur Existenz des Fundamentalsystems siehe [9)

Beispiel: Bewegungsgleichung einer geddmpften Schwingung
Y + a1y’ + ayy = 0.
Das charakteristische Polynom

BN =X +ah+ay=0

hat die Nullstellen Aj 5 = —% + /(%)% — ay.

Fallunterscheidung der Losungen:

a% > 4ay

=M\ #XM€ER; y(z) = C1eM” + Che?” (Kriechfall)

a% = 4da,

=M= =-% y)= CreM” 4 Cyze™” (aperiodischer Grenzfall)
a% < 4day

= ANpg=axif y(z) = e**(C} cos Bz + Cy sin Bx)

mit o = —%-
2
und = \/ag — % (Schwingfall)

1.4.5.2 Eulersche DGL
a, 2"y +a, 2"y gy =0 (1.27)
Vorgehensweise:

Zu Beginn soll z erst einmal auf positive Werte beschrénkt sein. Ist y(z) eine Losung,
dann ist auch y(|z|) eine Losung. Also

z=uxz(t) =€
Ist y(z) eine Losung der DGL, so gilt

y(@) = y(e') = u(t), u(x(t) €R.

31



1 Differentialgleichungen

u(x) ist beliebig oft differenzierbar und es folgt

du_dydﬁ 1t /

@ T dra VT

d*u

?:y/x_i_y//:f

dSU / " 2 m_3

ﬁznyrSyx +y x

d"u d"
bncﬁ—n—kbn_lW—F—Fbou:O

Vergleicht man diese DGL mit der DGL erkennt man eine Verkniipfung zwi-

schen den Koeffizienten a; und b;, wobei die erhaltene DGL nun leichter 16sbar ist.

1.4.6 Lineare Systeme

Definition: Sei

gegeben, wobei

und _
b(x) = (bl(x)7 b2($)’ ) bn(x))

sind. So nennt man dies ein LINEARES SYSTEM VON n GEWOHNLICHEN DGL. A(x)
ist eine n x n-Matrix. Im HOMOGENEN FALL gilt b(z) = 0, ansonst INHOMOGEN.

1.4.6.1 Charakteristik der Lésung

e Die n linear unabhéngigen Losungen ¥, (z), ¢o(z), ..., ¥,(z) bilden ein FUN-
DAMENTALSYSTEM.

e Die Losungen #(z), ¥a(x), ..., ¥,(x) sind linear unabhéngig, wenn die
Wronski-Determinante des Systems ungleich Null ist. W (x) = det Y (x) mit

e Die allgemeine Losung ist:

jla) =) Cidji(x)
i=1
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

Die Wronski-Determinante lasst sich schreiben als

W(z) = W(ao)exp | [ Spla(o)i

Gilt fiir die Anfangsbedingungen Y (xy) = 1, so spricht man von einem HAUPTSYS-
TEM. Die Losung des homogenen Systems mit dieser Anfangsbedingung ist

Beweis: durch Ableitung nach z. Siehe fiir den Spezialfall.
Aus folgt: Y'(z) = A(2)Y ()

Inhomogener Fall:

b(z) £ 0 |9, S.179.1]

Satz: Man erhélt simtliche Losungen ¢(x) der inhomogenen Differentialgleichung
in der Form

?j(x) = ginh (33) + ghom(‘,r)7

wobei i, (z) die partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist und
Unom () alle Losungen der homogenen Differenzialgleichung durchlauft.

Beweis: Dieser beruht, wie im eindimensionalen Fall auf der einfachen Tatsache,
dass die Differenz zweier Losungen der inhomogenen Differentialgleichung eine Lo-
sung der homogenen Differentialgleichung darstellt. (siehe [9])

1.4.6.2 Methode der Variation der Konstanten

Auch in diesem Fall funktioniert diese Methode zur Bestimmung einer Losung. Y (z)
ist ein Hauptsystem von Losungen der homogenen Differentialgleichung. Die Kon-
stanten werden wieder durch Funktionen von x ersetzt und man erhélt eine homo-
gene Gleichung der Form

¢(x) muss so gewahlt werden, dass @(z) eine Losung der inhomogenen DGL ist.
Dafiir wird die Bedingung zu

i (z) = Y'(x)e(x) + YV (2)¢ (z) = A(2)Y (2)é(z) + b(x)

bestimmt. Das heif$t
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1 Differentialgleichungen

Da Y (x) ein Hauptsystem ist, ist die Wronski-Determinante det Y # 0, die inverse
Matrix Yﬁl(x) existiert und ist in J stetig. Durch linksseitige Multiplikation mit
der inversen Matrix erhalt man

&) = &) + / Y1 (s)B(s) ds.
3
Somit ergibt sich als partikuldre Losung fiir das inhomogene System mit z.B. ¢(§) = 0

ﬁ%ﬂzﬂ@/Y*@R@@.
'3

—

Satz: Das Anfangswertproblem (A(z), b(z) sind stetig in J, £ € J)

—

7 (x) = A(@)g(@) +b(z),  §(6) =%

hat die (eindeutig bestimmte) Losung

xT

) =Y (@) + [ Via)y ™ (95 ds,
3

wobei Y (z) das Hauptsystem der homogenen Differentialgleichung mit Y (§) = 1
ist.
Beispiel: Das homogene System

, 1
Yr = —Y1 — Y2
X
/

1 2
Yo = Y1+ Y
€T X

mit x # 0 lasst sich schreiben als

—1

&=

8 o

1
2
x

Aufgrund der Struktur von A wéahle man den Ansatz
L (az™ T anlxnl_l
y= anQ ) Yy = anxngfl )
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

erhilt durch Einsetzen in §'(2) = A(x)#(x) fiir die Koeffizienten
ny=2n,=1a=-p0

und somit die Losung

und durch einen Separationsansatz
2
_ ([ —2"In(z)
Palz) = (x(l —l—ln(w))) '

Per Definition ist

2 2
Y(z) = (41(), %a(z)) = (fw x(_1$+1§1((l;3)))>

Y(eg=1) = (_11 ?) .

Hieraus lasst sich fiir xy = 1 ein Hauptsystem konstruieren:

2 2
Y(2) = (7(2) + Rala), folx)) = (w " fn(l;(x)) z<_1$+1§1(<§))>>

und damit

mit
Y(1)=1.
Néchster Schritt ist die Lésung der inhomogenen gekoppelten DGL 1. Ordnung

—

7 (z) = A(z)g(x) + b(=)

mit
Nutze
a c
u=(5 3)
_ 1 d -—c
M=
= detM(b a)

Y1) = 1 <:L‘(1+ln(m)) x21n(ﬂc))

1 (2@ =1+ 2In(z) — 2In%(2))
T4 (x(3 —32% + 2In(z) + 21112(117)))
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1 Differentialgleichungen

Dies entspricht einer speziellen Lésung der inhomogenen DGL.

1.4.7 Lineare Systeme mit konst. Koeffizienten

Bislang war die Matrix A(x) (prinzipiell) abhéngig von x. Jetzt soll sie nur noch
aus konstanten Koeffizienten bestehen. Mit der Exponentialreihe

k

.z
r _ PR
€= Z k!
k=0
erhélt man die Matrix-Exponentialfunktion

AN I a2y sy (1.29)

Der Ausgangspunkt ist das homogene lineare DGL-System mit konstanten Koeffi-

zienten
7 = Ag(z), mit A e R™"

und der Anfangsbedingung
Mithilfe des Ansatzes

erhélt man mit der Gleichung (|1.29)

d [ Az\ _ 1 29
%(e >—A<E+Ax+2!Aa: +)
= Ae® = M A,

Beachte hierbei,

gilt nur, solange
[A,B] = AB—-BA=0
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

gilt. Setzt man diese Gleichung nun in den Ansatz ein, ergibt sich:

. A(z—zq) -

ylz) =e Yos
was die allgemeine Lésung mit dem Hauptsystem
Y(z)= eA@=20)

ist. Fiir die spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung gilt

T

-

flz) = A g 4 Ao / et dr. (1.30)
o
Ziel ist es, die Gleichung zu vereinfachen. Falls A normal ist, d.h. [A,AT] =
AAT — ATA = 0 falls A = AT, S0 ist A mit einer unitdren Transformation dia-
gonalisierbar. Die lineare Transformation fithre man mit C', einer “nicht-singuldre®
Matrix,
j(z) = CZ(x),  Hz)=C""jx)

mit der Anfangsbedingung Z(x,) = 2, aus.
Setzt man dies in die DGL ein, erhélt man

Cf (x) = Cc7tACC (@) + € hb(x)

und durch dir Transformation ergibt sich

SN ol g —17
Z(x)=C ~AC Z(z) + C b(x) (1.31)
=Al) =6(=)

Homogener Fall: F(z) =0

Ist A normal, dann besitzt diese Matrix n linear unabhéngige Eigenvektoren (¢, ..., ¢,) =
C. Diese Eigenvektoren spannen den gesamten Raum auf. Ebenfalls sei A symme-
trisch und reell, da wir reelle DGL besprechen werden. Fiir das Eigenwert-Problem
gilt somit:
Ac; = N6
So ist
AC = (Acy, ..., AG,) = (MG, ooy A\Gy)
- CAD,

wobei

Ap =C1AC = diag(\y, -+, ).

Das Hauptsystem in z-Basis lautet dann
Z(x) = eAr(@=20) — Jiag (e)‘(gﬁ_%), - eAl(gC_IO))
und in y-Basis

Y(z)=Cz= (516)\1(1—300)’ ..., G e’\"(x_z(’)) .
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1 Differentialgleichungen

Bemerkung: Z(zy) = E, aber Y (z;) muss nicht unbedingt E sein.

Beispiel:
1) Gegeben sei

7= (25 Z3)ite)

A=A
Somit ist A normal. Fiir die Eigenwerte gilt

-1-Xx =3

det(A — A1) :det< s 1_2

>:(1+A)2—9=A2+2A—8é0

Man erhélt \; = 2, Ay = —4. Fiir die Eigenvektoren erhélt man

1 1 11
a= (1) a= () o= (% %),
V2 V2

Es folgt
—4(z—x;)

y(z) = eQ(x_xiaé’l +e bés

mit §(xy) = gy folgt

ezxoa( 1 > 4 ooy, <1> _ (3/0,1) ‘
-1 1 Yo,2

Somit erhélt man fiir die Faktoren a, b

1

1
a= 5(3/0,1 —Y2), b= 5(3/0,1 + Y0.2)-

2) Gegeben sei

somit ist die Matrix nicht normal. Mit der Anfangsbedingung (0) = ¢,. Fiir
die Eigenwerte gilt

det <3IA —1_%0 =(B=A)(=1-A)+4=2 =22+ A\ —1)%

Fir A =1 gilt U, = ¢ mit

1 J'
=e”) (A— A1)
7=0
T 2 _4 — €T
=e Yy + <1 _2> Yoxre
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1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

1.4.8 Autonome Systeme, Klassifikation singuldrer Punkte, Stabilitat

Definition: Ein System von DGL heifit autonom , falls die Gleichungen nur von
den gesuchten Funktionen

7 = Ay). (1.32)
Im Folgenden wird die grundlegende Idee anhand eines Systems von 2 DGL 1.
Ordnung ausgedehend von

#(t) = F(z(t),y(1)) (1.33)
y(t) = G(x(1),y(1)) (1.34)

wobei anzunehmen sein, dass F'(x,y) und G(z,y) stetige Ableitungen nach x und y
besitzen. Damit ist auch garantiert, dass die Lipschitz-Bedingung erfiillt ist und eine
eindeutige Losung fiir das Anfangswertproblem z(ty) = zy und y(ty) = yo existiert.
Die Losung dieses Systems léasst sich als Parameterdarstellung einer Funktion y(z)
auffassen, die die DGL

y_ Gz,y)

Vi@ =5 = F(z,y)

mit y(zo) = Yo (1.35)

erfiillt.
Tragt man in der x-y-Ebene alle Trajektorien des Systems in Gl. (1.33]) und ((1.34))
auf, so erhdlt man das sogenannte Phasenportréit des Systems. Falls fiir x5 und g

F(x0,90) = G(x0,90) =0 (1.36)
gilt, schrumpft die Trajektorie zu einem Punkt zusammen. Dieser Punkt wird Gleich-
gewichtspunkt, kritischer Punkt bzw. singulérer Punkt genannt.

Durch eine verschiebung in der x-y-Ebene kann solch ein Punkt imme rin den
Nullpunkt verschoben werden.
Beispiel:
e geddmpfter harmonischer Oszillator

it wiz =0 mit w>0 (1.37)

Das entsprechende System der DGL 1. Ordnung lautet

welches einen Gleichgewichtspunkt bei (z,v) = (0,0) hat. Die allgemeine Lo-
sung lautet

x(t) = Asin(wt 4 @), (1.40)
v(t) = Aw cos(wt + ¢g). (1.41)
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1 Differentialgleichungen

40

Als Trajektorien erhaédlt man im Fall A = 0 den Gleichgewichtspunkt und fiir
A # 0 die Ellipsen

2 2
X v

2 + e = 1. (1.42)
Der Gleichgewichtspunkt ist offensichtlich in dem Sinne stabil, dass eine Lo-
sung, die sich in der Nahe des Gleichgewichtspunktes befindet, sich nicht be-
liebig weit davon entfernen kann. D.h. es gibt einen Kreis um (0,0), der die

Trajektorie vollstdndig fiir alle Zeiten enthalt.
harmonischer Oszillator mit Dampfung

i+ 200 +wr =0 mit w,p>0 (1.43)
Das entsprechende System der DGL 1. Ordnung lautet

=, (1.44)

b= —2pv — Wi, (1.45)
welches wieder einen Gleichgewichtspunkt bei (z,v) = (0,0) hat. Man be-
trachte nun die beiden wesentlich verschiedenen Félle

— p > w (starke Dampfung). Die allgemeine Losung lautet

x(t) = CreMt + Che™' mit Ao =—pEy/ p? — W (1.46)
’U(t) = Cl)\le)\lt + 02)\2€A2t. (147)

Fir €y = Cy = 0 erhélt man den Gleichgewichtspunkt (0,0). Im Falle
Cy = 0, C # 0 erhilt man die Halbgeraden v = Az, < 0, im falle C =
0, Cy # 0 die Halbgeraden v = Az, x < 0 und im Falle Cy # 0, Cy # 0
Kurven, die wegen lim;_,.(z(t),v(t)) = (0,0) dem Gleichgewichtspunkt
beliebig nahe kommen und zwar so, dass

v v Opae + CoAge t—o>o)\1~

dx B x B Cl)\le)‘lt + CQCAQt

— p < w (schwache Dampfung). Die allgemeine Losung lautet
2(t) = Ae " sin(wt 4 @p) mit f = \/w® — p?, (1.48)

v(z) = AmAefpt cos(wt + o). (1.49)

Fiir t — oo strebt zwar (z(t),v(t)) wieder gegen den Gleichgewichts-

punkt, edoch kann sich die Steigung & wegen der Periodizitédt keiner

Grenzlage ndhern. Die Trajektorien kommen der Grenzlage zwar beliebig
nahe, miinden aber nicht in diesen ein. Es ergibt sich eine spiralférmige
Bewegung.



1.4 Gewdhnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

In beiden Féllen ist die Gleichgewichtslage im oben erklérten Sinne stabil.

e Symbiose

T=ay (1.50)
y=ox (1.51)
mit «, § > 0. Die allgemeine Lésung ergibt sich zu
z(t) = Cre + Coe™ mit k= —\/ap, (1.52)
y(t) = g (C’lekt — C’Qe_kt> . (1.53)

Fiir C; = Cy = 0 erhilt man den Gleichgewichtspunkt (0, 0), fiir Cy = 0, C} #
0 die Halbgerade y = éaz, z < 0, auf der man sich vom Nullpunkt entfernt.
V a

Im Falle C; =0, Cy # 0 die Halbgerade y = —\/Ex, z < 0, auf der man sich
o

dem Nullpunkt n&hert. In allen anderen Féllen ergeben sich Hyperbeln.
Mindestens eine Trajektorie (tatséchlich sind es unendlich viele) strebt vom
Gleichgewichtspunkt weg strebt, d.h. dieser ist nicht stabil.

Diese Beispiele geben Anlass zu folgender Definition:

Definition:
(i) Der Gleichgewichtspunkt (xg,¥g), oder in anderen worten die stationdre Lo-
sung z(t) = xg und y(t) = yy, das autonomen Systems
i = Flz,y), (1.54)
y=Glz,y) (1.55)
heifst stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit folgender Eigenschaft:
Gilt fiir eine Losung x(t), y(t) dieses Systems fiir einen Zeitpunkt ¢; die Un-
gleichung
2 2 2
[2(t1) = wol” + [y(t1) — yol” < 67, (1.56)
so ist

[2(t) — 2zo)* + [y(ty) — yo)* < € fiir alle > ;. (1.57)

(ii) Der Gleichgewichtspunkt (x,y,) wird asymptotisch stabil genannt, wenn er
stabil ist und zudem ein R > 0 mit folgender Eigenschaft existiert:

Gilt fiir eine Losung x(t), y(t) dieses Systems fiir einen Zeitpunkt ¢; die Un-

gleichung
[w(t1) — zo)* + [y(t1) — o]* < R?, (1.58)
so ist
Jim ((t), 5(1)) = (0. %) (1.59)
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1 Differentialgleichungen

(iii) Der Gleichgewichtpunkt heifst instabil, wenn er nicht stabil ist.

In den obigen Beispielen ist der Gleichgewichtspunkt (0,0) im Falle des ungedampf-
ten harmonischen Oszillators stabil (aber nicht asymptotisch stabil), im Beispiel des
gedampften harmonischen Oszialltors asymptotisch stabil und der Fall der Symbiose
ist instabil.

Idee fiir die folgenden Uberlegungen: Nach der Verschiebung betrachten wir
in einer (hinreichend kleinen) Umgebung eines solchen Punktes des Linearisierte
System

i = M + M Yy =axr + by, (1'60)
_ 9G(z,y) 0G(x,y) y = cx + dy, (1.61)
or 2=0,y=0 8y z=0,y=0

d.h. wir betrachten die Taylorentwicklung in der ersten Ordnung. Die Losung dieses
Systems erhalten wir iiber die Eigenwerte der Matrix:

det(A — A1) = det d

(GCA b )':(a—)\)(d—)\)—bc:() = Ao (1.62)

Man muss nun folgende Félle unterschieden:

1. A\ # Ay € Rund A, Ay > 0. Hier gibt es zwei Unterflille

(a) A; < 0: Der Gleichgewichtspunkt ist asymptotisch stabil, Bsp:

(b) A; > 0: Der Gleichgewichtspunkt ist instabil, Bsp:

Man erhélt einen stabilen bzw. instabilen Knotenpunkt.
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1.4 Gewohnliche DGL n-ter Ordnung & Systeme von n gewohnlichen DGL 1. Ordnung

Abbildung 1.1: zweitangentiger Knoten

2. A1 # Ay € Rund A\ Ay < 0. Es ergibt einen instabilen Gleichgewichtspunkt,
einen Sattelpunkt. Bsp:

.fi?:y, y=4x = A1’2::|:2

Abbildung 1.2: Sattelpunkt

3. A=A = Ay € R: Auch hier sind zwei wesentliche Félle zu unterscheiden:

(a) A < 0: Der Gleichgewichtspunkt ist asymptitisch stabil, Bsp:
T=-x, y=—-y = A=-1

Dies ergibt einen Sternpunkt.
Bsp:
T=-z, y=—-x—y = A=-1
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(nicht diagonalisierbare Matrix A(Jordansche Normalform)). Losungen:
y = zln|cx| mit x € R, ¢ # 0.

(b) A > 0: Der Gleichgewichtspunkt ist instabil, Bsp: wie oben aber mit
umgekehrten Koeffizienten in Matrix A, umkehr der Pfeilrichtungen.

Abbildung 1.3: Stern

4. Mg =axif mit a,8 € R und a # 0. Wieder mit zwei wesentlichen Féllen:
(a) a < 0: Der Gleichgewichtspunkt ist asymptotisch stabil, Bsp:

t=-x-y, y=x—y = Ng=-1=%1
Man erhélt einen Strudelpunkt.

Abbildung 1.4: Strudelpunkt

(b) « > 0: Der Gleichgewichtspunkt ist instabil
t=z—y, y=xz+y = A=1=%1
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1.5 Kurze Anmerkung zu Randbedingungen

Es ergibt sich wieder eine Spirale, aber mit umgekehrter Richtung.

N
Z

Abbildung 1.5: Wirbelpunkt

)

5. Ao = £if mit 3 € R: (0,0) stabil, aber nicht asymptotisch stabil. Bsp:
ungedampfter Oszillator.
1.5 Kurze Anmerkung zu Randbedingungen

Bei DGL héherer Ordnung ist nicht immer eine Anfangsbedingung, sondern unter
Umstéanden eine Randedingung gegeben, z.B. wird im Rahmen der schwingenden
Saite auf die DGL

y"(x) + wy(z) = 0 mit y(0) =y(l) =0 (1.63)
gefiihrt. Die allgemeine Losung lautet:
y(x) = Acos(wz) + Bsin(wz) (1.64)
Aus y(0) = 0 folgt A = 0. Die zweite Bedingung erfodert
y(l) = 0= B = sin(wt). (1.65)

Die eine unintererssante Moglichkeit ist die triviale Losung mit B = 0. Die zweite
Moglichkeit fithrt auf die sogenannten Kigenschwingungen, d.h. der Parameter w

erfiillt die Bedingung

wy = 2~ (1.66)

" [

Man kann dies als Eigenwertproblem des Operators dQ/dxz im Raum der Funktionen
C?[0,1] auffassen und erhilt als Eigenwerte w,, mit den Eigenfunktionen sin(w,z).
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1 Differentialgleichungen

1.6 Zusammenfassung

46

e DGL n-ter Ordnung < System von n DGL 1. Ordnung

o Allgemeine Losung einer DGL n-ter Ordnung enthélt n unbestimmte Konstan-
ten C;, die iiber die Anfangsbedingungen y(z), ¥/ (zq), -.., y" () fixiert
werden.

e Fixpunktsitze (Banach, Weissinger): wichtiges Werkzeug, insbesondere in der
Behandlung von nicht-linearen Problemen

e Existenz und Eindeutigkeitssétze flir das System

7(z) = flz,9) mit F(zo) = Fo (1.67)

— Picard / Lindelof: f(z,¥) ist in x stetig und erfiillt in bezug auf ¥ eine
Lipschitz-Bedingung = es gibt eine eindeutige Losung in der Umgebung

von (Zo, o)
— Peano: f(x, %) ist in x und ¥ stetig, erfiillt aber keine Lipschitz-Bedingung
= es gibt mindestens eine Losung in der Umgebung von (xg, 4p)

W@—ﬂ%@mﬁﬂm—%-@ﬂ@—%+/ﬂmmhﬁﬂw)

To
= Picard-Iteration (konvergiert gleichméfig gegen die Losung, falls Voraus-

setzung von Picard / Lindelof erfiillt sind):

x

@Hm:%+/ﬂnumﬁ. (1.69)

To



2 Partielle Differentialgleichungen

2.1 Definitionen und Beispiele

Definition: Eine Gleichung zwischen einer unbekannten Funktion u(x;) mit z; €
I; C R und ihren partiellen Ableitungen

ou 0*u o*u
F U, —— ... =
(l"“ u’ 8.’1)i’ 3:EZ-10:EZ-2 ’ ’ 3:17@10:17%) 0

(i,i1,19,...,1; € {1,2,...,n}) heift PARTIELLE DGL k-TER ORDNUNG. Im Fall
von zwei Variablen z, y stellt jede Losung iiber I eine Flidche dar welche man
LOSUNGSFLACHE oder INTEGRALFACHE nennt.

Beispiel:

(a) Kontinuitétsgleichung
8tp(3?¢ t) + V]('ra t) =0

ist eine partielle lineare DGL 1. Ordnung.

(b) Poisson-Gleichung
A =P
€

ist eine partielle lineare, inhomogene DGL 2. Ordnung

Definition: Mehrere Gleichungen fiir mehrere Funktionen w,(z;) (¢ = 1,...,s)
mit x; € I; C R und ihre partiellen Ableitungen

ou oFu
F . z ... g =0
P (mz,u(,, Ox;” "’ ox; ... axik>

wobei 4,4y, ...,i, € {1,2,...,n}, p=1,...,r, beschreiben ein System von partiel-
len DGL.

Beispiel: Maxwell-Gleichungen im Vakuum

ﬁ , = OF 5 OE
divE = 2 divB =0 rotB = ——— rotB = pgj + €otbo——
€0 at at

47



2 Partielle Differentialgleichungen

2.2 Die lineare partielle DGL 1. Ordnung

Definition: Falls man die lineare partielle DGL 1. Ordnung nur in der Form
F(x;,u,p;) = 0 schreiben kann, steht sie in ihrer IMPLIZITEN FORM da. Ist die

DGL jedoch nach ihrer héchsten Ableitung auflosbar, ist dies die EXPLIZITE FORM,

mit p; 1= gTZ

Definition: Eine partielle DGL 1. Ordnung heifft QUASILINEAR, wenn sie in den

p; linear ist, also die Variablen von (z;,u) abhéngen

n
Z a;(xj, u)p; = r(x;, u).
i=1

Sie heilt LINEAR, wenn sie auch in u linear ist, das heifst o; nur noch von x; abhingt
Vi und 7 in w linear ist

n

Zai(%’)pi + b(z;)u = r(z;)
i=1
2.2.1 Losung der linearen partiellen DGL 1. Ordnung

Zunéchst beschranken wir uns auf die lineare partielle DGL, welche u nicht enthélt.

3 2 - . ou
E a;(Z)p; = r(Z), mit p;:= o
i=1 ;

(A) Homogener Fall

Zai(f)gg =0 (2.1)

i=1
Anwenden der CHARAKTERISTIKENMETHODE

— Zuordnung des gewohnlichen DGL-Systems zu (12.1))

dxy - dx -
E = al(m), ceey d7tn = an(l‘)
Die Losungsfunktionen z(t), ..., z,(t) heifen CHARAKTERISTIKEN.
— Bestimme nun z(¢), ..., z,(t).
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2.2 Die lineare partielle DGL 1. Ordnung

— Bilde geeignete Verkniipfungen der Losungsfunktionen, so dass die Ab-
héngigkeit von der Variable ¢ eliminiert wird

95 (%) = konstant in t

d
9@ =0
9
:Z: taff
~Ya <>§j

1

%

Damit ist u(Z) = g;(%) eine Lésung von (2.1)), weil sie lings der Charak-
teristiken konstant ist.

— Aus den (n — 1) linear unabhéngigen Funktionen g (&) ergibt sich die
allgemeine Losung der linear homogenen DGL (® beliebig, aber nach g;
differenzierbar)

w(@) = @ (g1(2); -+, gn-1(7)) -

Beweis:

oD dg; " 9y,
Z z:: Z@g 8:1:] Z Z Z(‘?x]i

=1

=0
Beispiel: Gegeben ist die linear-homogene DGL
Uy (2, y) +au,(z,y) =0, acR. (2.2)

Das charakteristische System dazu lautet:

d

o

d’f a(t) =t+C,, yt)=at+Cy C;,Cy€R

Y _ .

dt

Einsetzen in (2.2) und x(¢) mit ¢ multiplizieren ergibt
a-z(t) —y(t) = a-Cy — Cy = konstant.

Somit ist die Abhéngigkeit von ¢ eliminiert und u(z,y) = ax — y ist
eine Losung der linear-homogene DGL und ihre allgemeine Losung
lautet:

u(z,y) = Flax —y)
wobei F'(s) eine frei wiahlbare stetig differenzierbare Funktion einer Va-
riablen s darstellt und s = ax — y zu setzen ist.
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2 Partielle Differentialgleichungen

(B)

50

Inhomogener Fall

3 a,(@) 0 _ i) (2.3)

=1

V(u,Z) sei eine Funktion, die genau dann verschwindet, wenn u die Losung
der Gleichung V (u, Z) = 0 ist. Daraus folgt

o:dvahazzggmw+§jgyﬂxb

somit gilt fiir p; = % nun durch umformen
oV
Oz
pi=—5 (2.4)
Ou
Nach Einsetzen von (2.4) in (2.3) ergibt sich die Formel
n gV
= a;(&) ik = ().
i=1 Ou
Umformen ergibt nun die Gleichung
n
ov ov
= — =0. 2.5
iz_; @i ox; tr ou (25)

Dies ist eine homogene lineare DGL fiir (n + 1) Variablen. Mithilfe der Cha-
rakteristikenmethode lésst sich nun die Losung V' (u, &) von Gleichung (2.5)
bestimmen:

V= (g1(0,), ... g0(u. ).

Aus V(u,Z) = 0 erhdlt man dann das gesuchte .

Die quasilineare homogene Gleichung mit u(Z)

Eine quasilineare partielle DGL 1. Ordnung fiir eine gesuchte Funktion u(Z),
7 € R", hat die Form

Z%@miuazmmy (2.6)

i

Man macht nun, wie im Fall der inhomogenen Gleichung, siche Punkt (B)
oben, den Ansatz fiir eine implizite Darstellung der Losung

V(u,Z) = 0. (2.7)



2.2 Die lineare partielle DGL 1. Ordnung

Die analoge Rechnung, wie oben ergibt

ou gv
— = - 2.
und damit erhélt man folgende lineare DGL 1. Ordnung:
) oV () + 3y (, F) e V (0, 7) = 0 (2.9)
) au ) Z 1 ) al’l ) - *

Beispiel:

Kontinuitatsgleichung

p(Z,t) : Dichte einer stromenden Fliissigkeit
0(Z,t) : Stromungsgeschwindigkeit
j = pt : Stromdichte
Dann gilt:
0p  =-
—+V;=0.
ot TV
Das heifst

dp i dp
— v; V=0

ot 2_; 0z, i TP

Das Geschwindigkeitsfeld /(Z,t) sei vorgegeben. Die charakteristischen Kur-
ven Z;(t) werden hier als CHARAKTERISTISCHE STROMUNGSLINIEN Z(t) be-
zeichnet. Das charakteristische System liefert die Anfangsbedingungen

2.2.2 Existenzsatz, Randbedingungen

Satz: F_-IES sei Gy C R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet in der x-y-Ebene,
G das Gebiet im x-y-u-Raum (C R®), welches durch Hinzunahme von u mit der
Bedingung |u| < u,,,, entsteht. Es seien weiter a(z,y,u), b(x,y,u) und c(z,y,u)

'Siehe dazu z.B. R. Courant, D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik II, Kapitel II.1.
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2 Partielle Differentialgleichungen

in G stetig differenzierbare Funktionen in x, y und u. Es seien z(s), y(s) und u(s)
stetig differenzierbare Funktionen von s fiir |s| < S = s,,,,, mit

2 2
(%) +(%) #o

welche eine Kurve in G mit doppelpunktfreier Projektion Cy in Gy definieren. Auf
der Kurve C sei iiberall

dy

dx
ds - b($7y7u)£ 7& 0.

6 =a(z,y,u)

Dann gibt es ein Teilgebiet D, € G, das Cj enthalt und eine stetig differenzierbare
Funktion u(z,y): Dy — (—u u , welche dort der Differentialgleichung

max? maz)

a(r,y, w)u, (2, y) + b(z,y, w)uy(z,y) = c(z,y,u) (2.10)

und auf Cy der Anfangsbedingung

u(z(s), y(s)) = u(s) (2.11)

gentigt. Die Losung u(zx,y) ist eindeutig bestimmt.

Bemerkung:

e Doppelpunktfreie Projektion Cjy bedeutet, dass die Projektion der Kurve C in
die x-y-Ebene keine Uberschneidungen enthélt. Falls solche Uberschneidungen
existieren, existieren immer noch Losungen, doch sind diese im Allgemeinen
nicht mehr eineutig und enthalten auch Fldchen, die sich selbst durchdringen.

e Die Bedingung

dy dx
A= a(x)y>u)£ - b(x,y,u)% 7é 0

impliziert, dass die vorgegebene Kurve keine Charakteristik sein darf. Falls
A = 0, dann existieren unendlich viele Losungen des Anfangswertproblems.
Beachte, dass auch A = 0 gegeben sein kann, obwohl die vorgegebene Kurve
keine Charakteristik ist.

e Im Fall, dass u nicht von zwei, sondern von n Variablen abhé&ngt, muss nicht
eine Kurve, sondern eine n-1-dimensionale Fliache vorgegeben werden, um eine
eineutige Losung erhalten zu kénnen.

Beispiel:
1. Es ist das Anfangswertproblem

Uy + yu, =0

92



2.2 Die lineare partielle DGL 1. Ordnung

gegeben mit der Anfangskurve
z(s)=s, y(s)=1, u(s)=s"

Losung: Vorab sei angemerkt, dass eine dquivalente Form der Anfangsbedin-
gung durch

u(s,1) = s*
gegeben ist. Die charakteristischen Gleichungen lauten:
dx dy
T und =Y
Diese haben die Losung
z(t) = zoe' und y(t) =ype! & y= z—zx = cx.

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung
Y

’ - @ (7) '
u(z,y) .

Die Anfangsbedingung ergibt nun durch Einsetzen:

u(s,1) = <i> Ly

wn-()'

Falls man nicht an der allgemeinen Losung interessiert ist, sondern an der,
die die Anfangsbedingung erfiillt, konnte man alternativ den folgenden Weg
einschlagen. Dieser beruht auf der Idee, dass jeder Punkt auf der Anfangskurve
einen Startpunkt (zg,yg) fiir die Charakteristiken vorgibt. Man ersetzt also in
den Losungen fiir die Charakteristiken die Werte (xg, yo) durch z(s) und y(s)
und erhalt

und damit die Losung

Aus diesen beiden Gleichungen wird nun s als Funktion von x und y berechnet
und man erhélt

Eingesetzt in die Anfangsbedingung fiir u erhdlt man wieder
N
wwn = (1)
Yy
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2 Partielle Differentialgleichungen

2. Man betrachte nun die DGL
Uty + u,y =1
mit der Anfangsbedingung
, y(s) =2s, u(s)=s.

Es liegt also eine quasilineare DGL vor, fiir die V(z,y,u) = 0 zu betrachten
ist. Dies fiihrt auf die DGL

uVy +V, +V, =0

und damit auf drei Charakteristiken:

dx
= —u
dt
dy
-2 -1
dt
du
-~ =1
dt
Die Losung ist durch
2
t
ZE(t) = l‘o —+ 5 + Uot,
y(t) =% + t?
u(t) = ug +t

gegeben. Die allgemeine Losung ist durch (man setze z.B. willkiirlich y, = 0)

u =t,

U :u_y:gl(xvyau)v
2

Y
mo =1~ %~ ylu=y) = plo,y.u)

2

Fiir die Einarbeitung der Anfangsbedingung ist in diesem Fall der zweite oben
angedeutete Weg einfacher, d.h. wir setzen x, yo und ug in den Charakteris-
tiken durch die entsprechenden Ausdriicke fiir die Anfangskurve und erhalten:

2
t
x(s,t):sz+§+st

y(s,t) =2s+1
u(s,t) =s+t
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2.3 Das vollstandige, allgemeine, singuldre Integral

Man kann jetzt aus den beiden ersten Gleichungen s und t durch x und y
ausdriicken und erhélt

Man beachte, dass

2
(i) die Losung nur dann reell bleibt, falls z > %-
(ii) entlang der Anfangskurve sind die Ableitungen u, und w,, nicht definiert.

Der tiefere Grund ist, dass entlang der Kurve die Determinante

dy dx dy dx
A= ——b — = ——1-—=5-2-25=0
a(x7y? U) ds (x7 y? u) ds u(s> ds dS § S
verschwindet, obwohl die Kurve C keine Charakteristik ist. Dies ist auch die
Ursache fiir die Doppeldeutigkeit der Losung.

2.3 Das vollstindige, allgemeine, singulare Integral

2.3.1 Konstruktion von Lésungen durch Einhiillende

Definition: Ein vollstdndiges Integral ist eine Losung u = ¢(x;,¢;) der (auch
nichtlinearen) partiellen DGL F(z;,u,p;) = 0 , die von n Integrationskonstanten
¢, .,C¢, € R abhangt.

Bemerkung: Das vollstandige Integral stellt im allgemeinen nicht die Losungsge-
samtheit dar. Wir versuchen aus dem vollsténdigen Integral weitere Losungen zu
finden, in dem wir die Konstanten als Funktion auffassen (Variation der Konstan-
ten) ¢; = ¢;(¥) und differenzieren:

du ¢ = 99 Ic; o

Aus (%LZ = g—i folgt die Bedingung

~ 99 0c
= (9c] 8{E2

= 0. (2.12)

Wann ist Gleichung (2.12)) erfiillt?

1. Ist ¢;(¥) = konst. folgt daraus das vollstindige Integral.
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2 Partielle Differentialgleichungen

2. Mit ‘% =0 (fir j = 1,...,n) ergibt sich eine neue Losung. Falls ' = 0, gilt
auch 3—5 = 0 mit
OF 06~ OF (0% ) (2.13)
ou  de; = op; \ Ox;oc; | '
N e NN ,
=0=42 _ 09
de; pj—axj :i(al)
de; @
Gleichung ([2.13)) ist beispielsweise losbar, wenn
oF  0F 0
apl apn .

Definition: Ein Integral heifst SINGULAR, wenn auf der Losungsflache die Gleichung

oF
op;

F(z;,u,p;) =0, 0, i=1,...,n

erfillt ist. ' wird auch als ENVELOPPE oder EINHULLENDE bezeichnet. Das heifst
die Enveloppe/Einhiillende beriihrt jede Kurvenschar nur einmal.

Bemerkung: Gleichung (2.12)) kann auch nicht-trivial erfiillt sein, dann miissen wir
die DGL F(z;,u,p;) = 0 allgemein lésen. Das Konzept der Einhiillenden ist nicht
anwendbar.

2.3.2 Anwendung auf Hamilton-Jacobi-Theorie

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung (HJG) lautet

S
mit p; = %’i: 1,...,n.

Satz: FEin vollsténdiges Integral der HJG sei bekannt.

S(xi,t) = d(w;,t,0;) + ag

mit ¢ = 1,...,n. Dann erhélt man aus
¢ 0¢
=, d =b, 2.15
B p; un da i ( )

(wobei die b; beliebige Konstanten darstellen) die allgemeine Losung der KANONI-
SCHEN BEWEGUNGSGLEICHUNG
dr; OH dp;  OH
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2.3 Das vollstandige, allgemeine, singuldre Integral

Beweis:
219)
_ 9 (9 9 OH 0°¢
0= %, < ot T <“” 837) ) da, 8t Z < 9p; dx;00;
=0
219)
—— 9 n 9
o_ (D0 N _ 0 P dn
S dt \da; ') a0t < Da;0x; di
=0 N

(2.16) - ergibt
20 <aH dxj> .
a.  qr :O) (Z:].,...,TL).
; Ox;0a; \Op;  dt

Dieses System ist nur 16sbar fiir

— =1,...
8pj dt ) j ) b) n
alle 0°¢ - werden i.a. linear unabhéngig sein). Aufserdem gilt:
( dx;0a; glg g
o (0 o 82 OH 0%¢
= _— H =
0= (aﬁ ( “axi» oz, Zapj8$8x
=0
dt  Ox;0t = Ox;0x; dt 83: ot 8x 0z apj
(2.20) - ergibt
@ B _OH

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Beispiel: Ein freies Teilchen mit der Hamilton-Funktion H = ﬁ(pg, + pz + pg)

und p; = 875 Die Hamilton-Jacobi Gleichung ergibt somit

os | 1 [(as\? (os\* (05\] _|
ot  2m |\ Oz oy 0z -
Mithilfe des Ansatzes
S=W(Z) — Et+ S,
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2 Partielle Differentialgleichungen

erhalt man nun

(R R RO

Mit pp = p' (t = 0) und W (&) = pj - & ergibt sich

ow
8331' - pO,z‘

Gleichung ([2.22) ldsst sich nun schreiben als

7o
E=:"
2m’
womit sich fiir S(Z,t)
D
- Po 5
S(Z,t) = ——1t S
(7,1) ot T PoT 150
die partielle Ableitung
9S8 Poi
= — 2 t . = .
8]7071‘ m +z; L0,i

ergibt. Man erhélt die Bahnkurve

2.4 Lineare partielle DGL 2. Ordnung

In der mathematischen Physik spielt gerade diese Klasse von DGL eine wichtige Rol-
le. So sind etwa die Wellengleichung oder die Schrodinger-Gleichung lineare partielle
DGL 2. Ordnung.

Notation:

Sei u(¥) mit & = (z1,...,x,) € D C R" die gesuchte Losung einer partiellen DGL
mit
_ Ou o *u B
Wi=5 = Wik = 01,07, Ui s

1

(i,k=1,...,n).

Definition: Eine partielle DGL 2. Ordnung heifft QUASILINEAR, wenn sie in den
2. Ableitungen wu,;, linear ist

n

Z aik(f)uik + F(f7u>uz) =0.
i,k=1
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2.4 Lineare partielle DGL 2. Ordnung

Sie heiftt LINEAR, wenn sie auch in den 1. Ableitungen und in u linear ist

n

> ay Zk+Zb Yu; + c(F)u + d(F) = 0. (2.23)

ik=1
Diese lineare partielle DGL 2. Ordnung ist HOMOGEN, wenn d(Z) = 0, falls d(&) # 0

liegt der INHOMOGENE Fall vor. Man spricht von LINEAREN PARTIELLEN DGL MIT
KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN, wenn die a;;, b;, ¢ unabhéngig von Z sind.

2.4.1 Klassifikation einer linearen partiellen DGL 2. Ordnung

Mit der Annahme, dass die reelle Matrix A(Z) = (a;;,(Z)) symmetrisch sei, betrach-
tet man fiir ein festes Z die quadratische Form in { =(&,--,&)
. n
Q) = Z it (Z)&:&k-
ik=1
Da die Matrix A(Z) symmetrisch ist, lasst sich A(Z) und damit auch @ diagonali-
sieren. Somit existiert ein U, so dass

U AU = A
mit
a1 (Z) 0
A(Z) =
0 o, (%)

31

=U"'¢ e e T
T L Da A symmetrisch ist, ist U = U~ orthogonal.
13 Tu

Somit erglbt sich fiir P(7)

Z Fi,  mit = (p,...,n,)
Hierbei sind o, (%) die Eigenwerte, 7j(Z) die Eigenvektoren der Matrix A(Z).

Definition: Eine reelle symmetrische Matrix A = (a;;,) mit den Eigenwerten o
heifst

e DEFINIT, wenn alle o; > 0 oder alle o; < 0,
e SEMIDEFINIT, wenn alle o; > 0 oder alle o < 0,

e INDEFINIT, falls A nicht semidefinit ist, A weist dann mindestens einen posi-
tiven und mindestens eine negativen Eigenwert hat.
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2 Partielle Differentialgleichungen

Definition: Die lineare partielle DGL 2. Ordnung

n

Z aik Zk—l—Zb Yu; + c(Z)u + d(Z) =0

ik=1

mit der reellen symmetrischen Matrix A(Z) = (a;;,(%)), welche die Eigenwerte «;(Z)
(i=1, ..., n) besitzt, heift im Punkt & € D

e ELLIPTISCH, falls A(Z) definit ist.
e PARABOLISCH, falls mindestens ein «;(Z) = 0 ist.

e HYPERBOLISCH, falls n — 1 Eigenwerte «; (%) dasselbe Vorzeichen, wohingegen
ein Eigenwert das entgegengesetzte Vorzeichen besitzen.

e ULTRAHYPERBOLISCH, falls n — m Eigenwerte o, (%) dasselbe Vorzeichen, die
restlichen m Eigenwerte (1 < m < n — 1 ) das entgegengesetzte Vorzeichen
besitzen.
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2.4 Lineare partielle DGL 2. Ordnung

2.4.2 Beispiele aus der Physik
e Die
— Laplace-Gleichung Au = % + -4 o'y _ 0
T

o5}
3N

T
— Poisson-Gleichung Au — p =0
— Helmholtz-Gleichung Au + k*u =0
sind fiir alle £ ELLIPTISCHE DGL.
e Die
2 o5
— Wellengleichung 2 Au(Z,t) — a#@ = 0 (c ist die Phasengeschwindig-
keit)
2 -
— Klein-Gordon-Gleichung Ap(Z,t) — %8#@ - (%)2 o(Z,t) =0
sind fiir alle © und ¢ HYPERBOLISCH.

e Die
— Wirmeleitungsgleichung %T(f, t) — yAT(Z,t) = 0 (v ist die Tempera-
turleitfdhigkeit)
— (zeitabhéngige) Schrodinger-Gleichung ih%llf(f,t) = f%A\P(f, t) +

V(Z)¥(Z,1)

sind fir alle Z und ¢ PARABOLISCH.

Komplexeres mathematisches Beispiel

(22 = Dy, + 22y Uy, + (v — Dy, = vu, + yu, (2.24)
Die Matrix )
" —1 T
Ty y —1

hat die Eigenwerte
Ap :a:2+y2—1, Ay = —1.

Somit ergibt sich die diagonalisierte Matrix

Ap=U"tAU = (3”2“/2_1 0)

0 -1
Damit ist die Gleichung

e ELLIPTISCH fiir 2° + y2 <1,

e PARABOLISCH fiir 2° + y2 =1,

e HYPERBOLISCH fiir z° + y2 > 1.
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2 Partielle Differentialgleichungen
2.5 Die eindimensionale Wellengleichung
2 .
Ugg — C Ugy :](.T,t)
mit

c : Phasengeschwindigkeit
j(x,t) : aukere Anregung

2.5.1 Klassifikation der Anfangs- und Randbedingungen
Randbedingungen bei x = 0 und x = [:
1. DIrRICHLET-Randbedingungen
w(0,8) = pa(t),  u(l,t) = pa(t)
2. NEUMANN-Randbedingungen
ug(0,1) =1(t),  ug(l,t) = va(t)
3. CaucHy-Randbedingungen (Kombination aus 1. und 2. Randbedingung)

U(O,t) = :U’l(t)’ ua:(lvt) = V2(t)

Beispiel: eingespannte Saite p; = py =0

(A) Hier kann nur bei z = 0 eine Randbedingung gewéhlt werden.

0<xr<oo

(B) Hier gibt es keine Rénder, also auch keine Randbedingungen.

—o0o<r <o

Anfangsbedingungen fiir t = 0

u(z,0) = ¢(x) entspricht der Anfangsauslenkung. u;(z,0) = ®(z) dementsprechend
der Anfangsgeschwindigkeit.
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2.5 Die eindimensionale Wellengleichung

2.5.2 Reduktion allgemeiner Randwertaufgaben
Uy — Cugy = flx,), 0<z<I
mit
u(@,0) = ¢(x), u(x,0) =o(x)
w(0,t) =), ult) =p(t)

also mit zwei Anfangsbedingungen und zwei Randbedingungen. Die Losung kann in
eine Summe zerlegt werden

u(z,t) = u(l)(:v, t)+ u® (2, t) + u® (2, 1) + u(4)(x, t)

M @ O @

wobei u' "/, u'”, der homogenen Gleichung (mit f(z,t) = 0) geniigen und u
der inhomogenen Gleichung. Fiir die Anfangsbedingung gilt

u(z,0) = o(x), u(x,0) =0,
WV (2,0) = ®(z), w(2,0)=0, firi=234
und fiir die Randbedingung
u?(0,8) = 1, (1), uP0,6)=0, u?0,t)=0,
u(2)(l,t) =0, u(?’)(l,t) = uy(t), WV =0, firi=1,4.
(i)

Die u'” sind Losungen fiir einfacherer Aufgaben als des urspriinglichen Problems.

2.5.3 Eindeutigkeitssatz
Satz: Die Wellengleichung
Uty — C2uxx = f(xa t)

hat hinsichtlich der ersten, zweiten und dritten Randwertaufgabe hochstens eine
Losung.

Beweis: (fiir erste Randwertaufgabe) Es seien u; und uy Losungen der ersten
Randwertaufgabe. Mithilfe der Differenz

V=U] — Uy

gilt
Vg — c%m =0
wie auch
U(.’E,O) = U1($, 0) - UQ(.%',O)
und

v(z,0) = v, (x,0) = 0.
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2 Partielle Differentialgleichungen

Wird nun die “Energie betrachtet

l

/cv—i—vt dx

0

L\')\»—t

muss somit fiir die Zeitableitung folgendes gelten:

l

% /(CQ%UIt +vtvtt) dx

l l
l
= [vat]o —/c%mvtda: + /vtvttdx
0 0

[en]

= E(t) = konst. = E(0) =

Daraus folgt Energieerhaltung.

l

1
2/01} +vt dr =20 (2.25)
0

Der Integrand ist stetig und positiv, weshalb dieser verschwindet. Da der Integrand
von Gleichung (2.25) verschwinden muss, muss v(z,t) = konst. gelten. Aus v(0,t) =
0 folgt dann v = 0.

2.5.4 Die Methode von D'Alembert

(A) Allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung

Die homogene Wellengleichung u,, — CQUM = 0 hat die allgemeine Losung
u(x,t) = f(x +ct) + g(x — ct)
Damit ergeben sich folgende Ableitungen
uy = [f (@ +ct) +¢"(x —et)],
Uy = (x4 ct) + ¢ (x — ct),

wobei f und g beliebige 2-fach differenzierbare Funktionen sind. f beschreibt
eine nach links laufende, g eine nach rechts laufende Welle. Die Wellenform
selber bleibt erhalten.
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2.5 Die eindimensionale Wellengleichung

(B) Losung des Cauchy-Problems

Mit den Anfangsbedingungen

u(z,0) = f(z) + g(x) = p(x), (2.26)
u'(2,0) = (f'(z) - ¢'(2)) = (x) (2.21b)

erhédlt man durch Integration

T

f@) - 9(a) = ;. [@(©)dg+C. (2.27)

To

Mit (2.26)), (2.21b)) und (2.27)) folgt somit fiir f(x) und g(x)

ﬂ@i(ﬂ@+i/¢@%+0),

o
1 1 i
M@2<ﬂ@c/¢@%0).
o
Einsetzen in u(z,t) = f(x + ct) + g(z — ct) liefert die D’ ALEMBERTSCHE
FORMEL
1 1 T+ct
u(z,t) = 5 (cp(x +ct) + p(x — ct) + - / @(ﬁ)df) (2.28)
x—ct
Spezialfall:

o(x) sei vorgegeben und ¥(z) = 0. Damit ergibt sich die folgende Losung

u(z,t) = = (p(x + ct) + p(x — ct))

N | —

d.h. die Anfangsauslenkung teilt sich in zwei gleiche Wellen auf.
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2 Partielle Differentialgleichungen

u
t=0
t t
',' Y EY
I \
1 i)
1 \
i \
1 \
1 1
1 \
h \
I 1
i 1
1 1
N 1
1 \
1 \
i y
! A § 3
1 F 3
4 Xo—Ct A\ Xo £ Xo+ct

(C) Beriicksichtigung von Randbedingungen
Gleichung ([2.28)) 16st die Wellengleichung fiir unbegrenzte Intervalle —oco <

x < oco. Fiir Halbgeraden und Intervalle muss die Losung den Randbedingun-
gen angepasst werden.

1. Fall: Halbgerade 0 < z < oo mittels der Fortsetzungsmethode
(a) u(0,t) =0 (Dirichlet-RB)

Bei dieser homogenen Randbedingung muss natiirlich ¢(0) = 0 gel-

ten und man setzt ¢(z) und ®(z) so fort, dass diese auf ganz R
erkldrt und antisymmetrisch sind

¢(—z) = —¢(z), @(-z)=—2(2).
Damit ergibt sich fiir die D’Alembert Formel

r+ct
u(et) = 5 |G+ ct) oo e+ o [ W

r—ct
die mit der Randwertaufgabe gelost wird.

Veranschaulichung:

u

10f
08}
06}

041

02
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2.5 Die eindimensionale Wellengleichung

<

06 D
05|

04

[}
1
1
1
1
1
1
1
1
1
03f f
1
1
02F f
1
1
1
1
1
s

01|

06 ”»,

\
II \
)
04 [
R
I \
f
0.2 ,' \
’ \

1 1 1

o o o

o B N
N
Al
o
(o]

—

Bei x = 0 erfolgt eine Reflexion MIT PHASENSPRUNG.

(b) u,(0,t) =0 (Neumann-RB)
Nun miissen die auf R fortgesetzten Funktion ¢, ¥ symmetrisch ge-

wahlt werden:
o(—z) = d(z), ¥Y(-z)=V(z).

Hiermit erhélt man die D’Alembert Formel mit den Randbedingun-

gen
uy(0,t) = =| ¢ (ct) + ¢ (—ct) +— (¥(ct) — ¥(—ct))
2 N N —r C
=0 =0 =0
Veranschaulichung:
1.0F
08}
06
041
0.2F
2 4 (Ii 8 X
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2 Partielle Differentialgleichungen

06F
05F
04F
03Ff
02F

01F

IN)
N
o
®

06 "
05F

04f

0.2

!
i
|
J

i
[
\
I
Fo
]
o
I
03F 1 :
! \
! \
[ 1
A \
s \
] \
01F | \

4 \

/ \

2 4 6 8
Dies entspricht einem freien Ende bei z = 0.
Bei x = 0 erfolgt eine Reflexion OHNE PHASENSPRUNG.
2. Fall: Endliches Intervall 0 < x < [ mithilfe der Fortsetzungsmethode
(a) u(0,t) =u(l,t) = 0 (Dirichlet-RB)
Dies entspricht einer beidseitig eingespannten Saite. ¢(z) und ®(x)
werden folgend gew#hlt:
b(—2) = —(x), W(-2) = —W(z) und oz +20) = Blx), Y(w+2l) = V().

ungerade Fortsetzung Periodizitét

Somit erfolgt an den festen Enden eine Reflexion mit Phasensprung.

¢
10F
05
- L - L L x
¢ -2 s~ 2 4
\, /
\ S <>
\\ I’
\
7
\ / 05k
\ 7
\ 7
\ /
\ 7/
\ 7
NS
S 10}

(b) u,(0,t) = u,(l,t) =0 (Neumann-RB)
Entspricht zwei freien Enden bei = 0 und x = [. Hier werden ¢(z)
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2.5 Die eindimensionale Wellengleichung

und ®(x) folgend gewahlt:

o(—x) = ¢(z), VU(—z)=T(x) und ¢(z+20)=¢(z), Y(r+2l)=TV(x)

~
gerade Fortsetzung Periodizitat

An den freien Enden findet eine Reflexion bei £ = 0 ohne Phasen-
sprung statt.

Die D’Alembert-Losung ist nur fiir homogene Randwertprobleme direkt anwendbar.
Fiir allgemeinere Randbedingungen empfiehlt sich die Methode von Fourier.

2.5.5 Die Methode von Fourier (Separation)

Die Trennung von Variablen ermdglicht die Ermittlung partikuldrer Losungen der
Wellengleichung, die gewthnlichen DGL und den Randbedingungen gentiigen. Durch
Superposition dieser Funktionen erhalten wir die allgemeine Losung.

2.5.5.1 Separation der Variablen

Es wird von der homogenen Gleichung

Upy — gy = 0 (2.29)
mit der Randbedingung u(0,t) = w(l,t) = 0 und Anfangsbedingung u(x,0) =
(), uy(x,0) = ¥(z) ausgegangen.
Separationsansatz

u(z,t) = X(x)T(t) (2.30)

u soll also als Produkt von zwei Funktionen jeweils einer Verénderlichen darstellbar

sein. Einsetzen von (12.30) in (2.29) liefert

1 .
X"T =5 XT.
C
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2 Partielle Differentialgleichungen

Division durch XT liefert .
X o) ==L
X AT

Da die linke Seite nur von x und die rechte Seite nur von ¢ abhéngt, steht auf jeder

Seite eine konstante Funktion. Es wird

¥ .
T (@)=-X und

e (t) = -\’

NS

1
2
C
gesetzt, wobei A € R SEPARATIONSKONSTANTE genannt wird. Man erhélt zwei
gewohnliche DGL

X"+ XX =0, T+ NT=0. (2.31)

Die DGL (2.31) hat somit folgende Losungen:

(a) A=0
X(JZ‘) =agt+ax, T(t) = bo + blt

Diese Losung kann die Randbedingungen w(0,t) = w(l,t) = 0 nicht erfiillen.
(b) A#£0

X (x) = aq cos(Ax) + ay sin(Ax)

T(t) = by cos(Act) + by sin(Act) (2.32)

Diese partikuldren Losungen ([2.32)) miissen noch an die Anfangsbedingungen
und die Randbedingungen angepasst werden.

Randbedingung:
Es muss X (0) = X (1) = 0 gelten.

X(0)=ajcos(Ax) =0 = a; =0
X (1) = ajcos(Nl)4assin(Al) =0 = ay=0
—_———

=0

Die triviale Losung lautet
Qg9 = 0.

Nichttriviale Losungen existieren also nur fiir reelles A. Diese sind die EIGENWERTE

Die dazugehorigen EIGENFUNKTIONEN lauten

X, (x) = sin (nli:c> , T,(z)= A, cos (?ct) + B, sin (?ct) .
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2.5 Die eindimensionale Wellengleichung

Somit gilt die allgemeine Losung fiir die Gleichung ([2.24))

t) = nZ::l sin (nwa) [An cos (?ct) + B,, sin (nl—wct)}
Die Koeffizienten A,, und B,, lassen sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen.

Anfangsbedingung

u(z,t) wird im Folgenden an die Anfangsbedingungen angepasst.
0) = nz::lAn sin (?az) = o(x)

u(z,0) = icBn i sin (nlwx) = U(z)

n=1
Dies sind Fourier-Reihen mit Koeffizienten A, und ¢B,"F. Fiir A, und B, gilt
somit

Beispiel: Anfangsauslenkung

b(z) = {ﬁuo  fir z € [0, a

—eug L fiir  €]a, ]

Da die Anfangsgeschwindigkeit ¥(x) = 0 folgt B,, = 0. Dann gilt fiir A,
2 / l
A, = 740 / %sin <nT7rx) dx + / i : Z sin (nllx) dz

/ z sin(bz)dz = Smb(gx) B wcoz(b;p)

2 12 . o/nm l nmw 12 . /nT
A, = 7u0 (n27r2a sin <7a> - oS (Ta) + m sin <7a>

_ 1 [12 cos (nm) — ﬁ cos (nm) + <l)2 sin(nm) 4+ (a =01 coS (Ta)])

l—a |nm nmw nmw

212 sin(mr%)
"al=a) (nr)?
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2 Partielle Differentialgleichungen
Fiir a = £ ist sin (%7¢) = 1,0,-1,0,1,....

2.5.5.2 Die inhomogene Wellengleichung

Im Folgenden wird sich mit der ersten Randwertaufgabe fiir die Gleichung

2
Vgt — C Ugg = f(xvt)

mit Rand- und Anfangsbedingungen

U(O7t) = Ml(t)v U(lat) = /~’f2(t))
’U(:IZ,O) = ¢($), ’Ut(JZ,O) = \Il(x)

beschéftigt. Ziel ist die Reduktion zum homogenen Randwertproblem. Hierfiir wird
die folgende Hilfsfunktion eingefiihrt

T
V(z,t) = (t) + 7 (pa(t) — pa(t)) -
Damit wird die Funktion @ definiert

u(z,t) = =V(x,t) + v(z,t).

Es gilt
~ 2~ 2
= Uy — C Ugy = Vg — C Uy — ‘/tt + Cvxx = f($7t) - Vtt (233)
—~ N———
=0 =f(a.t)

u ist also Losung der Wellengleichung

Uy — CZam = f(w,t), f(w,t) = f(z,t) = Vi
Es ergeben sich folgende Rand- und Anfangsbedingungen
u(0,t) = =V(0,2) +v(0,t) = 0,
u(l,t) = =V (I, t) +v(l,t) = 0,
(,0) = =V (@,0) + () = ¢(x),
Uy (2,0) = =Vi(w,0) + ¥(z) = U(x).

Da somit die Zuriickfiihrung auf homogene Randbedingungen moglich ist, wird sich
im folgenden auf homogene Randwertprobleme beschrankt.
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2.5 Die eindimensionale Wellengleichung

Fourier-Reihen-Ansatz

() = iﬂn(t) sin (”llx) (2.34)

n=1

Somit sind die Randbedingungen erfiillt. Schreibt man f(x, t) ebenfalls als Fourier-
Reihe

Setze (2.34)) in die DGL (2.33) ein
~ Sy o /mm\2_ | . /nmw
flz,t) = Z [un +c (T> un} sin (Tx) .

n=1
l !
Integriert man beide Seiten iiber % [ dxsin (%az) und nutze % [ dxsin ( ) sin ( 7 :1:) =
0 0

0p,m erhdlt man

mit

., (t) = % / sin [”llc(t - T)] 7. (r)dr

Jede Losung dieser Gleichung kann bekanntlich als Summe dieser speziellen Lésung
der inhomogenen Gleichung und einer Losung der homogenen Gleichung dargestellt
werden. Eine Losung der inhomogenen Wellengleichung, die noch den Anfangsbe-
dingungen angepasst werden muss, ist dann

W(a,t) = imc/s 70 t—7)>sm( )fn( \dr (2.35)
0

n=1

Wird die Formel fiir f,,(7) eingesetzt, so erhdlt man mit der Sprungfunktion ©(t)
die Green-Funktion der 1D Wellengleichung

[e.9]

G(z,&,t,7):=0(t - 7)% Z % sin <nllc(t — 7')) sin <nl—7rx> sin (Z—Wf)
1
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2 Partielle Differentialgleichungen

mit der Losung

[e'e) l
ﬂ(m,t) = /dT/df G($7£at7T)f(£aT)‘
0 0

Fir f(§,7) = d(zg — §)(tg — 7) mit 0 < £ < [ gilt
ﬂ(‘T?t) = G(LE,(L‘(),t,to)-

u(x,t) ist die Welle, welche sich nach einem kurzen, bei x = £ konzentrierten, Stof
einstellt. G erfiillt die DGL

(Gt = G (w,6,,7) = 6z — )o(t — 7).
Eine beliebige Kraft ldsst sich als Zusammenspiel vieler kurzer, konzentrierter Kraft-

stoke deuten. Dementsprechend ist die resultierende Losung die Superposition der
Reaktionen auf die einzelnen Kraftstofse.

2.6 Warmeleitung im Draht

Problemstellung

Ein wirmeleitfahiger Draht der Lénge [ habe an der Stelle x zur Zeit t > 0 die
Temperatur u(z,t). Aus der Kontinuitatsgleichung fiir die Warmemenge folgt (nach
Umskalierung der phys. Konstanten) die DGL

u(x,t) = ugy(z,t), 0<z<l, t>0 (2.36)
—_——  ——
p-c K

Die materialabhéngigen, zeitlich konstanten Funktionen sind:

p : Dichte

¢ : spezifische Warmekapazitét

Kk Warmeleitfahigkeit
Durch ein Wéarmebad werden die Drahtenden auf gleicher, konstanter Temperatur
gehalten. Wahlen wir diese als Nullpunkt der Temperaturskala, so gilt

uw(0,t) = u(l,t) =0, fir t>0. (2.37)
Gegeben ist die Anfangstemperaturverteilung
u(e,0) = f(x), it £(0) = f(1) = 0. (2.38)

Mit f als stiickweise glatte Funktion f € PC 1[0, l]. Gesucht ist die ZEITENTWICK-
LUNG FUR t > 0. [4]
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2.6 Warmeleitung im Draht

2.6.1 Produktlésungen und Superpositionsansatz
Separationsansatz

u(z,t) == v(z)w(t), mit veC?0,l], weC'(Ry)
fithrt auf die gewohnlichen DGL

V" + N =0, v(0) =v(l) =0,

2.39
W4+ Nw=0. (2.39)

Wie bei der Wellengleichung gilt

2
Aus (2.39) folgt, dass u,(z,t) := ¢ Mt sin(\,z) Gleichung (2.36) mit den Randbe-
dingungen (2.37)) 16st. Um die Losung fiir die Anfangsbedingungen (2.38)) zu finden,

machen wir den Ansatz -
t) = Zanun(:v,t).
n=1

Die Koeffizienten a,, werden so bestimmt, dass sie die Anfangsbedingung erfiillen

f(z) = u(z,0) Za sin(\,x).

Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir Fourier-Reihen sind fiir a,, die Fourier-Koeffizienten
der Fourier-Sinus-Reihe von f zu wihlen

l
2
ap, l/ ) sin(\,,x)dz
0

2.6.2 Existenz einer Losung

Satz: Fiir jede stiickweise glatte Anfangsverteilung f der Temperatur mit f(0) =
f(1) = 0 besitzt das Warmeleitungsproblem definiert durch (2.36)), (2.37)), (2.38]) die

Losung
> _(m)“’t ™x
t) = Zane 7/ "sin (T)
n=1

mit l
= ?/f(x) sin (Zﬂ) .
0

Die Eindeutigkeit wird spéater bewiesen.
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2 Partielle Differentialgleichungen

Beweis: Q:={(z,t) |0 <z <, t>0}
Die Funktion f € PC'[0,1] besitzt die Fourierreihe

= . [nxT
fz) = nz:l a,, sin (T)
mit
5 l
a, = l/f(a?) sin (Zﬂ) dx,
0
wobei die Reihe Y >° , | a,, | konvergiert. Daher ist durch
> mn 2
D=3 e ) (1)
u(z,t) ; ape sin { —

eine auf ) stetige Funktion gegeben, denn diese Reihe hat die Majorante ), | a, |,
konvergiert also gleichméfig auf 2. Wir fixieren ein 7 > 0. Da die Folge (a,,) als
Nullfolge beschrénkt ist, konvergiert die Reihe

SICONTITG
n=1

und liefert fir ¢ > 7, = € [0,1] eine Majorante fiir die Reihen

3 7TTnane_(ﬂli)% cos (FTW> i (WTn)Qane_(%)Qt sin (WTm) .

n=1 n=

=0, u(z,?) :aiu(ac,t)zatu(x,t)

Die Wérmeleitungsgleichung ist in jedem Bereich {(z,t) € Q | ¢ > 7} mit 7 > 0
erfiillt, d.h. in Q.

Beispiel:

f = stlickweise, glatte Anfangsverteilung

Zeitlicher Abfall von
Temperaturprofilen

........

.....
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2.6 Warmeleitung im Draht

2.6.3 Maximumsprinzip und Eindeutigkeitssatz

Satz: Seien Q = {(x,t) | 0 < = < [,t > 0} und Hy die abgeschlossen Halb-
ebene {(x,t) | t < T} mit T > 0. Dann gilt fiir jede auf Q stetige Losung u der
Warmeleitungsgleichung

min u < u(z,t) < max u
HpnoQ HpnoQ
V(.I, t) S HT NnQ
Q=QuUoN

Das Maximum bzw. Minimum von v auf der kompakten Menge H; N Q wird also
auf dem Rand 02 von ) angenommen.

t

T ,,,,,,,,,,,,,,

HrnQ HprNox

Beweis: Zeige zunichst, dass fiir (z,t) € QN Hp gilt
u(z,t) < max{u(z,t) | (z,t) € 00N Hp}.
Zum Beweis setze fiir jedes € > 0
v(z,t) = u(w, t) + ez’

= @(x t)—&(m t)=—-2e<0 (2.40)
5 (& ozt =2 <0. .

Das Max. von v auf Q N Hy werde an der Stelle (z(, t,) angenommen.

Behauptung: (zg,ty) € 002N Hp
Wire dies nicht der Fall, also 0 <ty < T und 0 < 2y < [, so wire

ov

%(Ucoﬂfo) =0,
0%
@(xmto) <0
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2 Partielle Differentialgleichungen

sowie 5

a—:(xo, to) =0, fallsty<T
bzw. 9

a—:(:vo,to) >0, falls t,="T.

Eine negative Steigung kann nicht angenommen werden, da sonst das Maximum im
Inneren lage. Daher gilt hier

ov 0%

— ty) — —= to) > 0.
825(%’ 0) 8362(9507 0) >0

Fir (x,t) € QN Hy findet man

u(m7t) < ’U(ﬂj‘,t) < U(:UO’tO) < u(:UO’tO) + €L2a

sup v < max (u+ 6L2), fiir jedes € > 0.
HpNQ HpnoQ

Nach dem Grenziibergang € — 0 folgt damit die Behauptung. Die Abschétzung von
u(x,t) nach unten folgt durch Ersetzen von u durch —u. Daraus folgt direkt der
EINDEUTIGKEITSSATZ:

Satz: Es gibt hochstens eine auf € stetige Losung u der Wirmeleitungsgleichung
mit vorgeschriebenen Werten auf dem Rand von €2, d.h. mit den Anfangswerten
u(z,0) = f(z) (0 < x < [) und den Randwerten u(0,t) = g(t), u(l,t) = h(t)
(t>0).

Beweis: Fiir zwei Losungen wuq, uy mit gleichen Randdaten wenden wir das Max-
Prinzip auf uy — uy an.
Lit.: |3]

2.7 3D Wellengleichung

In Feldtheorien wie z.B. der Elektrodynamik, der Akustik, der relativistischen Quan-
tenfeldtheorie stoft man héufig auf den 3-dimensionalen Fall der Wellengleichung.
2.7.1 Die Poisson-Formel und das Huygenssche Prinzip

Die HOMOGENE 3-DIMENSIONALE WELLENGLEICHUNG MIT ANFANGSBEDINGUNG
lautet
2
c (ux:p + Uy + uzz) = Uy (241)
—_—

=Au(Z,t)

mit dem Laplace-Operator A = 83% + 8; + 83 und den Anfangsbedingungen

u(Z,0) = ¢(Z) , w(Z,0) = ().
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2.7 3D Wellengleichung

Betrachtet wird zunéchst das einfachere Problem, beschrieben durch die Gleichung
(2.41)) und den Anfangsbedingungen mit ¢(Z) = 0. Dieses Problem l&sst sich durch
Fouriertransformation 16sen und man erhélt:
u(Z,t) =ty
mit
T 27

P(T) = e //@ZJ T+ ctsin¢cosl,y + ctsin¢sinb, z+ctcos¢))(ct) sin ¢ d¢ df.
T

Dies ist der Mittelwert der Anfangsanregung (&) tiber eine Kugeloberfliche mit
dem Radius ct.
Kugelkoordinaten:
' = ¢t singcos©
~—
T
y = rsingcos©

2 =rcosd

Beweis: (Skizze)

1 o
“EO = o / Pleu(F, 1)
FAu(E,t) —i(Z,t) =0

1
(2m)”

/d3k ERPu(k,t) +ii(k,t) | e =0

neue DGL

™* ist eine linear unabhéngige Funktion fiir unterschiedliche k

AkPu(k,t) = —ii(k,t).

allgemeine Losung

u(k,t) = (k) sin(ket) + B(k) cos(kct)
u(k,0) =0
Da ¢(Z) = 0, gilt nun
Bk) =0
w(Z,0) = ¢(7)
a(k) = ¢k(:]c€)

81
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2 Partielle Differentialgleichungen

und nach weiterem Umformen erhiilt man u(Z,t) = t1(Z) mit

T 27

(X)) = e //1,!) T+ ctsin¢cosl,y + ctsin¢sinb, z+ctcosgz5)(ct) sin ¢ d¢ dO
wc

Interpretation

Die Anfangsanregung propagiert sphérisch (mit Geschwindigkeit ¢) von jedem Punkt
Z nach aufsen.

Nach einer Zeit t wird die Lésung der DGL am Punkt & durch die Anfangsanregung
auf einer Sphére (mit Radius ¢t) um & herum bestimmt. Fiir den Fall

~—
/-\
\./

gilt

und fiir ¢ = 0 ergibt sich

Der zweite Teil des Problems lautet:
Uy = c2um (2.42)

mit der Anfangsbedingung u = ¢ und w, = 0. Ein Theorem von Stokes besagt, dass
man die Losung dieses Problems aus der Losung des Problems mit der Anfangsbe-
dingung v = 0 und w; = ¢ erhalt, in dem man die daraus resultierende Losung nach
t differenziert.
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2.7 3D Wellengleichung

16st somit ([2.42]).

Wir kénnen uns das Theorem von Stokes sehr einfach in 1D plausibel machen. Nach
der Methode von D’Alembert 16st

x+ct

u(x,t) :2lc / o(s)ds

r—ct

das Problem u; = 02um mit der Anfangsbedingung v = 0 und u; = ¢. Wie wir in
Gleichung ([2.42)) gezeigt haben, 16st

() = o= [(z + ct) - ¢ — Sz — ct) - (—0)

2c

= 2 [0l + cf) + o(x — ct)]

das Problem w,, = c2um mit der Anfangsbedingung u = 1, u; = 0. Die allgemeine
Losung von ([2.41)) lautet dann

1 , 0 /(1
5 [t o(y) dS + 5 <t

—Z|=ct |§—&|=ct

) as) |

Die ist die PO1SSON-FORMEL, was die 3D-Verallgemeinerung der D’Alembert-Formel

in (2.41)) ist.
Interpretation: Huygenssches Prinzip

Wir untersuchen nun, welchen Einfluss eine auf den Bereich D begrenzte, kurze
Anregung auf den Punkt ¥ auferhalb von D hat.

Region endlicher Anfangsanregung, D
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2 Partielle Differentialgleichungen

Der 3-dimensionale Fall:

Aus der Poisson-Formel wird ersichtlich, dass nur Anfangswerte auf der Kugelober-
fliche um & mit Radius ct; einen Einfluss auf den Beobachterstandort Z haben.
Diese Oberfliche muss also in D “eindringen”, damit in & eine Anregung beobacht-
bar ist. Die rdumlich lokalisierte Anfangserregung ruft also in jedem Punkt & eine
zeitlich begrenzte Welle hervor. In diesem Fall spricht man vom HUYGENSSCHEN
PRINZIP.

Der 2-dimensionale Fall:

Man erkennt, dass alle Anfangswerte innerhalb des Kreises um Z mit dem Radius cty
die Wellenanregung bei & beeinflussen kénnen. Die Anfangswerte aufserhalb dieses
Kreises spielen keine Rolle. Solange die Kreisflaiche den Bereich D nicht schneidet,
findet bei ¥ keine Erregung statt. Fiir ct; > ct3 liegt D jedoch komplett im Kreis;
daher ist auch fiir ¢t > ct3 bei & eine Nachwirkung der Anfangsanregung beobacht-
bar, u(#,t) verschwindet im allgemeinen nicht! Eine kurze Anfangsanregung in D
verursacht zwar eine scharfe vordere Wellenfront, eine scharfe hintere Wellenfront
existiert aber nicht. Das HUYGENSSCHE PRINZIP GILT IM 2-DIMENSIONALEN FALL
NICHT.

Allgemein kann man feststellen, dass das Huygenssche Prinzip bei ungerader Di-
mension grofer gleich drei gilt.

Zum Vergleich:

(1D)
x+ct
u(z, t) = % (p(x —ct) + p(x +ct)) + % / P(s)ds

héngt von ¢ (s) im Intervall s € [z — ct,x + ct] ab.
Daher gilt es in 1D nicht.

2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

Die Wellengleichung
F AT ) — uy(T,t) =0 (2.43)

mit ¥ € R", k € C folgt aus der 3D Wellengleichung nach Abseparation der Zeit
FNAU(T ) — uy(T,t) =0

Mit dem Separationsansatz u(Z,t) = U(Z)v(t) ergibt sich

Mit w = ke gilt fiir v(t)
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

und somit ist die Losung fiir v(t) eine monochromatische Welle
v(t) = Ae™" + Be ™",
Die Spezialfalle der Helmholtz-Gleichung sind der homogene Fall mit
AU(Z) =0

als die POTENTIALGLEICHUNG (LAPLACE-GLEICHUNG) fiir ¥ = 0 und der inhomo-
gene Fall mit

AU(Z) = h(Z)

als die PoO1SSON-GLEICHUNG. Alle diese Gleichungen sind ELLIPTISCHE DGL 2.
ORDNUNG mit konstanten Koeffizienten.

Interpretation als Eigenwert-Gleichung:
AU(Z) = —kK*U(Z) = \U(Z)

Hier ist A ein Eigenwert des Laplace-Operators.

2.8.1 Radialsymmetrische Lésungen

Um das Problem zu vereinfachen, niitzt man die Symmetrie aus wobei es keine
Winkelabhéngigkeit geben darf. Dies sind die RADIALSYMMETRISCHEN Loésungen,

die nur von r =| Z |= V' * abhingen

Der Radialteil des Laplace-Operators im R™ ist nach [5]

1 9 a0\ 9 n-19
AN <7" > ?‘i‘ , E

" rn_l or

or
Aus Gleichung (2.37)) folgt die radialsymmetrische Losung

u(r) + - 1u'(r) + K*u(r) = 0.

r
Mit dem Ansatz .
u(r) =T glkr), p=hr

erhalt man nun
2

§"(0) + 24 (o) + (1 - V2> g(p) =0
p p

mit
n—2
V= .

2
Dies entspricht der BESSEL-DGL mit Index v.
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2 Partielle Differentialgleichungen

2.8.2 Potenzreihenansatz und spezielle Funktionen

Literaturempfehlung |2]

Diese Methode zur Losung linearer Differentialgleichungen hoherer Ordnung lasst
sich dann anwenden, wenn man alle Koeflizienten und die rechte Seite in Potenzrei-
hen entwickeln lassen kann. Die Losungen sind dann ebenfalls Potenzreihen.

2.8.2.1 Potenzreihenansatz

Im Folgenden werden wir uns auf den Fall einer Gleichung zweiter Ordnung ein-
schranken

y" +p()y () + q(z)y(x) = f() (2.44)
auf dem Intervall (—r,7) C R und mit der Voraussetzung, dass p, ¢ und f auf (—r, )
konvergente Potenzreihen darstellen

pa) =Y ppa”,  alw) =D aua".  fla) = fua".
n=0 n=0 n=0

Mit der Annahme, die Losung auch als Potenzreihe schreiben zu koénnen, die in
(—r,r) konvergiert, gilt

o0

o
=Y (n+1)(n+2)a, 02"
n=0

Einsetzen in Gleichung (2.44)) ergibt

D (n+1)(n+ 200" + (Z pn:c"> (Z(n + 1)an+1x">

n=0 n=0 n=0

(o) (5)
n=0 n=0
::jzjj%xn
n=0
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

Infolge der Cauchyschen Produktformel gilt

Y+ 1)(n+2)an 0"+ (Z(k + 1>ak+1pn_k> z"
n=0 n=0 \k=0
+ Z (Z ak%—k) "
n=0 \k=0

o
=D fur"
n=0
Und mit dem Koeffizientenvergleich fiir jedes n € N erhilt man
n n
(n+1)(n+2)apo + Z(k + Dy 1pp—k + Z Wln—k = Jo-

k=0 k=0

Hiermit hat man eine Rekursionsformel zur Bestimmung der a,, hergeleitet. Man
wahlt ag und a; entsprechend der Anfangsbedingung oder frei und berechnet nach-
einander ay, as, ...

1 n n
= (- (k+1 - it N
Ap42 (n+ 1)(TL+2) (fn kzzo( + )ak+1pn—k kZ:OGan—k> , Mt n &€
(2.45)

o0
Eine Losung existiert dann, wenn man die Losung von (2.44) wie y(z) = 3 a,z"
n=0

schreiben kann. Dann sind die Koeffizienten aq, as, ... eindeutig durch ag und a,
bestimmbar. Nachdem man (2.45)) bestimmt hat, geht man genau umgekehrt vor. Zu
beliebig gewéhlten Anfangsbedingungen aq und a; definieren wir a,, fiir n > 2 durch

o0
2.45) und man zeigt, dass die Potenzreihe y(z) = > a,x" auf (—r,r) konvergiert.
n=0

us der Herleitung folgt dann, dass

y(z) = Zanxn, auf (—r,r)
k

eine Losung von ([2.44)) ist und man durch entsprechende Wahl von ay und a; alle
Losungen auf diesem Weg erhalten kann.

Satz: Auf (—r,r) sei die Differentialgleichung

y' +p@)y () + q(z)y(z) = f()

gegeben, und die Funktionen p, ¢ und f seien auf (—r,r) in die Potenzreihen

px) = pua”,  ql@) =) qua",  fl@)=)_ fua"
n=0 n=0 n=0
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2 Partielle Differentialgleichungen

entwickelbar. Sind dann ag,a; € C gegeben und bestimmen wir a,, fiir n > 2 durch

o0
2.45), so konvergiert die Reihe > a,x" auf (—r,r) gegen die eindeutig bestimmte
n=0
Losung der Differentialgleichung, die den Anfangsbedingungen y(0) = ag, y'(x) =
a; geniigt. |2, S.73f]

Anmerkungen:

Falls p, ¢ und f Polynome sind, dann kann man r beliebig groff wéihlen und die
o0
Reihe von > a,z" konvergiert auf ganz R.

n=0
Interessiert man sich an einem Losungsfundamentalsystem, bestimmt man beispiels-

weise Losungen mit y; (0) = 1, 41(0) = 0 und y,(0) = 0, y5(0) = 1.
Die Losungen einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit reell-analytischen
Daten ist wiederum auch reell-analytisch, was der obige Satz bestétigt.

2.8.2.2 Spezielle Differentialgleichungen
Die folgenden DGL beschreiben wichtige physikalische Probleme.

1. Hermitesche DGL (Quanten Harmonischer Oszillator)

Y +2xy’ + Ay =0,

p(z) =2z, py=0, pp=-2, p;=0, (i#0,1)
q@) =X q=2A Gz =0,

fn=0

mit A als reellen Parameter. Infolge der Rekursionsformel ergibt sich

1 2n —
(0—(—2)na, — Aa,) = ann—)\ fiir n € N.

Int2 = | (n+)(n+2)

n+1)(n+2)

Fiir den Fall, dass ag = 1 und a; = 0, erhilt man die Losung

A 4— M)A 8—A)(4d—X)A
y?)(w)zl—mxz—( 4!) $4_( )é! ) xﬁ_m’
—A A A
Qg = ag -5 =

Ta~ 2 o

und fiir ag = 0 und a; = 1, erhélt man die Losung

v (@) =+

2-A 6-XN)(2—-A 10=A)(6-=N)(2-=A
A BN 5 0= NE=NE=N

Beide dieser Funktionen bilden ein Fundamentalsystem fiir die Hermitesche
DGL. Wé&hlt man speziell ein A mit A = 2n folgt aus der Rekursionsformel
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

ap1o = 0. Falls n gerade ist, dann ist yg%) ein Polynom, ist n jedoch ungerade,
so ist yé%) ein Polynom. Speziell gilt

U1 (:L‘) =1,

v () =,

(@) =1- 27,
2

y§6) ($) =T gwgv

Werden diese Polynome noch so normiert, dass der Koeffizient vor 2" gleich 2"

wird, erhélt man die HERMITE-POLYNOME, welche auch geschrieben werden
koénnen als

HO(I)_17
I 1 xz d 7952
@) = (0 () e
2 2
= (=1)e" (=2z)e "
= 2z,

y” =1 = Hy(),

y =x = le(x),
W@ =1-22 = B2
©,\_ . 23 . Hz®)
o (@) =w—gat = o
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2 Partielle Differentialgleichungen
mit
n $2 d " 7$2
H,(z):=(-1)"¢ <dx> e,
22 d 2
Hy(x) = 1le e <—2xe )
x
z° —z? 2 —2?
=e (—26 + 4x%e )
= 24427

— 9 (1 —2x2>,

Hs(z) = —1612i (—2€_m2 + 41‘2€_m2>
dx
12 —:v2 —xz 3 —x2
= —e <4$6 + 8xe —8z¢ )
o —z? —z? 3 —a?
= —e 12xe — 8x"e
=120 +82° = (—12)y{%(a).

Es existiert somit die Orthogonalitétsrelation

0 2
/ dr e H,(z)H,, () = V/72"n!6,,,.

2. Legendresche Differentialgleichung (ED + QM)
Dies ist die Gleichung

y - 5y + gy—O

die nun auf dem Intervall (—1, 1) betrachtet wird, wo auch A wieder ein reeller
Parameter ist. Dafiir wird

p(z) = — _ _22 2n+l

1—2?
AA+1) n
q(x) = 1( i AA+1) ZazQ.
— 2

Dies sind geometrisch Reihen. Auch gilt f(z) = 0. Die Reihen konvergieren
ebenfalls auf dem Intervall (—1,1) und man kann wieder den Satz anwenden.
Die Koeffizienten dieser Reihe zu bestimmen ist jedoch recht aufwendig und
zur Vereinfachung multipliziert man die DGL mit (1 — 2?)

(1—2%)y" — 22y + XA+ 1)y =0
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

o0

und setzt den Ansatz y(z) = Y a,z" in diese neue Gleichung ein
k
[e.e] oo oo o
Z(n +2)(n+ 1)a, 02" — Z n(n —1)a,z" —2 Z na,z’ +A(A+1) Z anz® = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0
y// (I) 7m2y// ("E) _2xy/(x)

Danach fiihrt man einen Koeflizientenvergleich durch
(n+2)(n+1)a, o —n(n—1)a, — 2na, + A(A+1) =0,

also

sy = ap TN ZAXED =N EATD g
T w2 i nr2) |

Fiir den Fall, dass ay = 1 und a; = 0, sind hier alle geraden a,, endlich und
alle ungeraden verschwinden

AMAD 5 AA=2A+1(A+3
y N =1 (2' )2 M )(4' JA+3) a4
0-AA+D  AA+D)
ag=1—221 0 = 2T
1-2 2

Sind jedoch ag = 0 und a; = 1, werden die ungeraden a,, endlich und alle
geraden verschwinden.

A—1)(A+2
yy):x_(;('ﬂxu...x%.,_,
1-NA+2) (A-D(A+2)
a3:1 = — .
2.3 3!

Diese Losungen bilden ein Losungsfundamentalsystem. Wahlt man A :=n €
N, so reduziert sich abwechselnd eine der beiden Loésungen auf ein Polynom
vom Grad n.

hn (l’) = 17
) (z) =,
(@) =132,
5
ys' (2) = @ — Sa’,
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90

Werden die Polynome so normiert, dass sie an der Stelle x = 1 den Wert eins
annehmen, so erhélt man das LEGENDRE-POLYNOM in der Form

=i (2)

Allgemeine Losung ist somit die Uberlagerung aller moglichen Teillssungen.

. Die Besselsche Differentialgleichung

Diese hat die Form

$2y// + xy/ + (.1‘2 N )\2)3/ _ 0,
welche auf dem Intervall (0,00) betrachtet wird und A wieder ein reeller Pa-
rameter ist. Man kann die DGL auch in der Form

¢ (p) + (o) + (1 = )g(p) = 0
P p

o0
schreiben. Der frithere Ansatz y(z) = >_ a,x" ist hier nicht mehr anwendbar,
k

da man die Koeffizienten nicht um Null in eine Potenzreihe entwickeln kann.
Stattdessen wahlt man den modifizierten Ansatz, mit bestimmten Werten von

A,
[ee]
y(z) = 2 Zan:cn, mit A eR
k

als Parameter. Um jedoch eine befriedigende Losung zu finden, erfordert es
Methoden der Funktionentheorie. Hierfiir wird die Gammafunktion benétigt

o0
I':(0,00) >R, x+ /tx_le_tdt,
0

I(z+1) =al(x).
Fiir n > 1 ergibt sich hieraus
FNz+n)=(x+n—-1)---(z+1)zl(z), fir z>0.

Infolge dieser Identitét ist es erlaubt die Gammafunktion auf R\(—N) fortzu-
setzen mit

I'(z) =
z.B.

I'(z+n)
(+n—1)(z+n—-2)---(x+ 1)z

, fir z € (—n,00)\(—Nyp),

) r(3)
[(-9,5) = (29,5110 _21) - (-9,5)

Somit erhélt man eine wohldefinierte Funktion I' : R\(=N) — R, die der
Funktionalgleichung

Iz +1)=2al(x), fir ze€R\(—N)

geniigt.
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Lemma: Sei A € R\(—N). Dann konvergiert die Potenzreihe

= ()"
Zn:nlr(n+1+)\)<2) , veeR.

Beweis: Setzt man zur Abkiirzung

oy
" onl(n+14X)

und betrachtet die Reihe

Mit der Funktionalgleichung fiir die Gammafunktion erhalten wir

Appr|  n!T(n+14X) IF'n+14+\)
a, n+D!Tn+2+2) M+Dn+1+N)T(n+1+A)
1
m+D(n+1+N)’
lim |24 o o
n—oo QA

Aus dem Quotiontenkriterium folgt die Konvergenz fiir alle x € R.

Fiir alle A € R\(—N) und fiir alle z € (0,00) ergibt sich aus diesem Lem-
ma die Konvergenz der Reihe

na = (5 sty G = e (3

Diese Funktionen Jy : (0,00) — R heifsen BESSELFUNKTIONEN ERSTER ART.

Lemma: Sei A € R\(—N). Dann ist J, auf (0, c0) eine Losung der Besselschen
Differentialgleichung.

Beweis: Man setze zur Abkiirzung

_ (="
n! T(n+ 1+ A)22"

und erhalt
oo o0
Jy(z) = 2 Z a,z*" = Z a, ",
n n
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Da man konvergente Potenzreihen auf einfache Weise differenzieren kann, gilt

B@) = 3 ag(2n+ N2t

o0
JX(HT) = Zan(2n +AN)(2n -1+ )\)an—2+)\.
n
Wird a_; := 0, n+1=n" und n = n' — 1 gesetzt, so ergibt sich

e ’
J)\(l’) = Z an’71$2n +)\’

n'=1

22 I (x) + 2y (2) + (22 — ATy (2) = 0

= Z ((2n +AN)2n—-14Na, + 2n+ Na,, +a,_; — >\2an) 22

(e}
= Z <(4n2 +4n\)a,, + an,1> 7
n

Andererseits gilt
(1"
n!T(n+14+A
(n+A)(=1)"n
n! (n+ A) D(n + A)22 =D+
-y

= — = —Qp_1-
(n— 1)! T(n + )22+ !

(40 + 4nX\)a,, = 4n(n + X) )22

o
Es verschwinden somit alle Koeffizienten in der Summe | ( (4n® + 4nX)a,, + an,1> PTR

das heifit Jy 16st die Besselsche Differentialgleichung. "

Satz: Sei A € R\Z. Dann bilden J, und J_), ein Losungsfundamentalsystem
der Besselschen DGL.

Beweis: Infolge des vorherigen Lemmas muss man nur noch die lineare Un-
abhéngigkeit der Funktionen Jy und J_), zeigen. Dies folgt aus

lim Jy(z) =0 und lim J_)(z) =00 fir A >0

z—0" z—0"

was man leicht mit der Definition von J, bestatigen kann.

In besonderen Fillen lassen sich die Besselfunktionen durch bekannte Funk-
tionen darstellen.

92



2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

Satz: Fur alle z > 0 ist

2 2
Jija(w) =4/ %sinx und J_q9(x) =4/ — cosz.

Beweis: Es wird erst einmal die erste Beziehung berechnet mit dem speziel-

len Fall
1
r (2> _ A,

I n+§ _T 2n+ 3 :2n+1r 2n+1 _
2 2 2 2

2n+1 1 /(1 (2n+1)---3-1
-~ 9 "'2F<2>: gn 1 VT
B (2n—|—1) (2n+1)!ﬁ

Woraus folgt
fzn.m_’i)@f"
Pt ()
ég(zn_Jr 1)!“’2n

Zusammen mit der Formel

00 x2n+1
. o _ ’]’Li
sinx = Z( 1) @n 1 1)
n=1
gilt somit
_ V2yzsing
Tz
/2 .
=4/ —sinz.
x
Anmerkung:

Falls A =n € N ist J_,, nicht definiert. Trotzdem kann man J,, durch eine so-
genannte BESSELSCHE FUNKTION ZWEITER ART oder auch NEUMANNSCHE
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2 Partielle Differentialgleichungen

FUNKTION N,, zu einem Fundamentalsystem fiir die Besselsche Differential-
gleichung ergénzen. Diese Funktionen N,, sind definiert durch

N, (z) = lim Jy(z) cos(mA) — J,)\(x)'

A—n sin(m\)

Allgemein gilt somit

Jy(x) cos(mA) — J_y(x)
sin(mA)

Ny(z) =
Die HANKELFUNKTIONEN sind Linearkombinationen von Jy(p) und N, (p)

H(x) = Jy(z) +iN) (),
HY (z) = Jy(z) — iNy(2),

die zusammen ein Fundamentalsystem der Losungsgesamtheit der Bessel DGL
bilden. Jede Losung lésst sich schreiben als

f(z) = aH)(\l)(x) + BH§\2)(x), a, B eC.

Asymptotische Verhalten von Bessel- und Neumann-Funktionen

Fir x < 1 (in einer Kugel)

Firz>1

2
N,(z) — —sin(:p—%—%).

Der Ubergang des asymptotischen Verhalten bei kleinen z-Werten zu dem bei groken
x-Werten vollzieht sich bei z ~ v.
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Radialsymmetrische Lésung der Helmholtz-Gleichung in n» Raumdimensionen

fry=ar—7 B,
2

(kr) + 57“_%21{% (kr), mn €N = Dimension des Raumes
2
Spezialfall fiir k£ = 0 geht die Helmholtz-Gleichung in die Laplace-Gleichung tiber

fr)y=ar™ 4 B, n#2
f(r)=alnr+p8, n=2.

Fallunterscheidung nach Dimensionen

n = 3 nutze Hil)(z) =—i %eiz und H?)(Z) =4/ %eiz und der Annahme r # 0:
2 2

ikr —ikr
e e

fr)=a——+ 8~

f(r):%—l—ﬂ fiir k= 0

fir k#0

™

und der Annahme r # 0:

n = 2 nutze H(()l)(k:r) =2 (In % +C — 1) fiir (kr) < 1und Héz)(kr) = (H(()l)(kr)>*

Fr)y = aH®Y + BH? fiir k £0
f(r)y=alnr+ g firk=0

n =1 erkennt man aus der Theorie der 1D Wellengleichung:
flz) = ae™ + Be™™ fiir k£ 0
fl@)=caz+c fir k=0

2.8.3 Green Funktion der Helmholtz-Gleichung

Zum Lésen der inhomogenen Schwingungsgleichung (A +k?)U(Z) = p(Z) greift man
auf die Grundlésung G(Z), welche

(A n kP) G(Z) = 6(2). (2.46)

16st. Geht man in die Fourier-Darstellung, erhilt man

3 RN

G(F) = / (;‘igel Ta(q), (2.47)
P’q gz

5(%) = / (273363 :

95
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Einsetzen in (2.46]) ergibt

d3q 2 2\ i qF dgq i qz
5(—¢ +k)e TG(Q@) = | —3e ",
(2m) ™

Setzt man G(q) in (2.47) ein erhdlt man

3 .
d q R

G@) = / @’ K-

Nun geht man iiber in die Kugelkoordinaten und wéhlt das Koordinatensystem von
q so, dass

£L(Z,q) = 0O.
q, = qsin © cos ,
¢y = qsinOsin p,
q, = qcos O,
|Z| =,

G-Z=q-r-cosO.

gilt. Somit ergibt sich nun fiir G(%)

2 iq
G(f):/ g ¢

(27T)3 q2 o k2

d3q eiqr cos ©
- e

o0

2w ™ . o
1 5 . T cos
=—= [dp [ dO [ dqq sin©—; 5 -
@m)~s k" —q

0
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

Fir G(Z) folgt daraus

1 o)
1 ezqrx
G(Z) = 2/clac/dqq O
(2m) k*—q
1 0
1 o0 ezqr efzqr
= 2 /dq 9% 2
(2m)%ir , k*—q
1 o0 q iqr o0 qe—zqr
= /dq 2 2 —/dq 2 2
4rcir k® —q J k" —q
—_——
L 9——q |
1 7 qe'?"
=2 /d 2 27
47%r Kk —
— 00
1 7 qeiqr
G(Z) = — /dq
@) 4r2ir (q+k)(qg—k)
—00

hat Pole £k auf der reellen Achse. Diese miissen infinitesimal verschoben werden.
Zwei Moglichkeiten

Hierfiir schreibt man G(Z) so um, das gilt
. 1 7 elar
G (7) = - L/cm<7

Ar’ir @ — kK Fie

Beschrénkt man sich nur auf G (Z) ergeben sich neue Pole bei ¢* = k? + ie mit

= +\/ K +ie = £(k i
q + i€ (+k )

Der Integrationsweg erfolgt iiber den Residuensatz und hat die Losung

1 eikr
G (8)=————. 2.48
+(Z) ir r ( )
Gleichermafen wird fiir G_(Z) vorgegangen mit der Losung

1 e—ikT

G_(#) =~ -~ (2.49)

G (Z) heilt RETARDIERTE GREEN-FUNKTION, was einer auslaufenden Kugelwelle
entspricht. Die AVANCIERTE GREEN-FUNKTION G _ (Z) entspricht einer einlaufenden
Kugelwelle.
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2 Partielle Differentialgleichungen

2.8.4 Die erste Greensche Formel

Literaturempfehlung [8], fiir mathematische Grundlagen siche Anhang.
Es wird der Divergenzsatz (Satz von Gauss) im Dreidimensionalen angewandt

/// divF d*z = //F ii ds, (2.50)

.= ~  O0F, O0F, O0F;
divF = VF =
v Oz + oy * 0z
mit F = (Fy, Fy, Fy) als ein Vektorfeld. D ist ein beschrinkter Kérper, S = §D
die Randfliche des Korpers D, 77 die dufere Einheitsnormale von 9D und dS das

Oberflachenelement.

ﬁ

S

aD

Die 1. Greensche Formel
Aus der Produktregel
(UU’LE).T = UpUy + VUyy

und den entsprechenden Gleichungen fiir y und z folgt aus der Summation der drei
Gleichungen
V- (vVu) = (Vo) (Vu) + vAu.

Durch Integration dieser Gleichung und Anwendung von (2.50) auf die linke Seite

erhilt man // o /// (Vo)) dw+///mu dz (2.51)

welche 1. GREENSCHE FORMEL heifit mit % = 71 - Vu was der Richtungsableitung
in Richtung der dufteren Normalen entspricht. Sie ist fiir jeden Kérper D und jedes
Paar von Funktionen u und v giiltig. Flir v = 1 reduziert sich die 1. Greensche

ot [[ 2as— [f] uis -

Im Folgenden wird das Neumann-Problem auf einem beliebigen Bereich D mit

D Au= f(x) inD
9u = h(z) auf 9D
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

betrachtet. Nach (2.52)) gilt

//hdS:///fdf. (2.53)
oD D

Das Neumann-Problem ist nur korrekt gestellt, falls die Vorgaben h und f nicht
beliebig sind und somit die am Anfang gegebene Bedingung fiir D erfiillt ist. An-
sonsten existiert keine Losung. In diesem Fall ist das Neumann-Problem nicht richtig
gestellt.

Ebenfalls kann man eine Konstante auf die Losung hinzu addieren und man erhélt
eine weitere Losung.

Man kann somit iiber das gegebene Problem keine genaue Existenz- und Eindeutig-
keitsaussage machen.

Die Mittelwerteigenschaft

In drei Dimensionen bedeutet die Mittelwerteigenschaft, dass der Mittelwert der
Funktionswerte auf der Einheitssphére einer jeden harmonischen Funktion iiberein-
stimmt mit dem Funktionswert im Kugelmittelpunkt.

Beweis: D sei die Kugel
(17| < a} = {a® + ¢ + 2° < d*},
0D = {|Z| = a}.

Sei Au = 0 (harmonische Funktion) in einem Gebiet welches D und 0D enthilt.
Der dufiere Normalenvektor 7 zeigt vom Ursprung weg, so dass

S

Ju z

7l

Ju
or

x Yy z
Vu = —Up + Uy + U, =
r r r

wobei r = 4/ o + y2 +22 = |Z| die spérische Koordinate, der Abstand des Punktes
(z,y,z) zum Kugelmittelpunkt, ist. Aus (2.52) folgt

ou

—dS =0.
//ms 0
aD

Schreibt man dies in sphérische (r, ©, ¢) Koordinaten um, gilt

2r

//ur(a, @,¢)a2 sin © dO d¢ = 0, (2.54)
00
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2 Partielle Differentialgleichungen

da r = a auf dD. Als néchstes wird die Gleichung |i durch 47a” dividiert, also
die Fliache von dD. Das Ergebnis gilt fiir alle a > 0, weshalb man sich a als Variable
vorstellen kann. Nun wird die Ableitung % vor das Integral gezogen und erhilt

2w

0|1 .
o 47T//u(r,@,qb) sin ©dOd¢p = 0.
0 0

r=0

2r T

Dabei ist - f f u(r, O, ¢) sin ©dOd¢ unabhingig von r. Dieser Ausdruck ist genau
der Mlttelwert von u auf der Sphare. Mit » — 0 gilt fiir die Klammer

2

1 . — u(0),
WO/O/U(O)SI © do d¢ = u(0)

1
w(0) = Flache von S //u 45
S

womit die Mittelwerteigenschaft in drei Dimensionen gezeigt wurde.

woraus folgt

Das Maximumprinzip

Ist D ein dreidimensionaler Bereich, so wird das Maximum einer in D harmoni-
schen Funktion nicht im Inneren von D, sondern nur auf 0D angenommen, mit
u(Z) =konst.

2.8.5 Die zweite Greensche Formel

Der mittlere Term von (2.51)) &ndert sich hier nicht, wenn man u und v vertauscht.
Wenn man (2.51)) fiir das Funktionenpaar u, v und fiir das Paar v, u schreibt und
die beiden von einander subtrahiert, erhélt man

/// (uAv —vAu)dZd = // <ugz — 8n> ds. (2.55)

Diese Gleichung heiftt ZWEITE GREENSCHE FORMEL. Auch sie gilt fiir jedes Funk-
tionenpaar u und v. Sie filhrt auch zu folgender Definition.

Definition: Eine Randbedingung heifst SYMMETRISCH fiir den Operator A\, wenn
die rechte Seite von fiir jedes Funktionenpaar u und v, das die Randbedingung
erfiillt, verschwindet. Jede der klassischen Randbedingungen (Dirichlet, Neumann)
ist symmetrisch.
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

Eine Darstellungsformel fiir harmonische Funktionen

Durch diese Formel wird jede harmonische Funktion durch ein Randintegral ausge-
driickt.
Ist Au =0 in D, so gilt fiir jeden Punkt Z, € D

0 1 1 oul dS
— _a( 7 —— — —. 2.
//[ U($)3”<\f—fo>+|f—fo|8n] in (2:36)
oD

Beweis: Gleichung ist ein Spezialfall von Gleichung (2.47) mit v(Z¥) =
% Es bleibt zu zeigen, dass u(@y) f f I ( p(uV) fI gilt.

47T

Aus Abschnitt [2 - 2.8.3] Gleichung ([2.46]) und ( im Limes k& — 0, folgt
Av(F) =

w(@)Av(Z)d>x = 8(% — Z)dPz = u(iy).
il e

2.8.6 Ganzraumprobleme der inhomogenen Helmholtz-Gleichung

In diesem Abschnitt wird sich mit der INHOMOGENEN HELMHOLTZ-GLEICHUNG
Vu+ k*u=p(Z), ZeR" (2.57)

beschéftigt.

Satz: Essei D ein beschrinktes Gebiet im R" (n > 2 ) mit glatter Randfliche D
und p eine in D stetig differenzierbare Funktion. Dann ist

(@) = — /D ()G (F — P)df

eine Losung der Gleichung ([2.57), wobei G eine der beiden Grundlésungen der
Helmholtz-Gleichung ist. Speziell fiir n = 3 gilt

1 Eikl—]
) = —— ) f—/y
w(@) =~ Dp(y) 7 W

Beweis:

(V + ku /// V+k)Gi(a? 7| di
- / [[ stz - ag
D
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2 Partielle Differentialgleichungen

Beispiel: (fiir £ = 0 aus der Elektrostatik)
Die Poisson-Gleichung
Ay = _PE)
€o

wird durch das bekannte Coulomb-Potential

o=k 1 2

gelost.

2.8.7 Randwertprobleme im R®
2.8.7.1 Klassifizierung

D; sei ein einfach zusammenhéngendes beschrénktes Gebiet mit glatter Randfliche
0D. D, bezeichne das Aukere des Gebiets D;. Bei Innenraumproblemen suchen wir
nach Losungen U der Helmholtz-Gleichung in D;, bei Aufsenraumproblemen in D,,.
Es wird unterschieden zwischen

e Dirichlet Randwertproblem:

fir ¥ € 0D.

e Neumann Randwertproblem:

ou
(g
on (@)
fiir £ € OD.
e gemischtes Randwertproblem:
ou - _.
- (Z) + hU(Z) = x(Z)

on
fir £ € 9D.

2.8.7.2 Lésung von Randwertproblemen mittels Greenschen Funktion

Das Ziel ist das Losen der inhomogenen Helmholtz-Gleichung

(A +E)U(E) = p(Z) VZ e D.

Das Problem héngt von der Geometrie, der Inhomogenitdt p und den Werten von
U auf 0D ab. Es wird die Grundlosung @, (Z, 7) definiert, die die Gleichung

(Lg+ k)@ (T, 9) = 6(Z — §) (2.58)

102



2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

erfiillt. Um die Aufgabe zu vereinfachen, wird die Greensche Funktion verwendet

G(7,9) = (7,9) + F(Z,7)

N——
Flexibilitét
wobei F' der homogenen Gleichung
(A, + k*)F(Z,9) =0, mit§edD (2.59)

geniigt. ®(Z,¥) ist die Grundlosung des Raumes R:. F (Z,9) passt die Greensche
Funktion an das jeweilige Randwertproblem und damit an das jeweilige Gebiet D
an. Aus (2.58) und ([2.59) folgt die Symmetrie von G(Z, %)

(Az + E)G(Z,7) = —0(Z, ),
G(7,§) = G@@ - §) = G(j — 7) = G(§, 7).

Aus der 2. Greenschen Formel (2.55)) folgt mit u=U (%) und v=G(Z, 7))

[ [, cen-ceng v as,

Damit berechnet sich U(Z) aus seinen Quellen p in D und aus seinen Randwerten.
Somit erhélt man die Losung des Randwertproblems der inhomogenen Gleichung

///G dV+// aG**dS—//G““”)dSy.

(2.60)
Zum Dirichlet-Problem

Gefordert wird

!

U(y) = ¢
Es wird F(Z, ) so gewahlt, dass G(Z,
geschrieben. Aus (12.60|) folgt

) fir y € aD.
) =0 fiir ¥ € 9D. G wird dann als Gp(Z, ¥)

<

!

<

) 2 7) o 0 2 o
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2 Partielle Differentialgleichungen

Zum Neumann-Problem

Hierfiir wird gefordert, dass

oUu |

F wird so gewéhlt, dass G' auf 0D konstant ist

0 |
T%G(%y)* A

=(y) auf € oD.

A entspricht dem Flacheninhalt von dD. Aus (2.60) folgt somit

v@ = [[[ ext@mem av, - [[ ax@new ds, + v
oD

D
1 L,
oD

Unter gewissen physikalischen Umsténden lésst sich S — oo schicken, so dass U
verschwindet, siche [6, S.47].

Physikalische Interpretation

—®(Z, (y1,y2—y3)) entspricht hier dem Beitrag einer Ladung —q am Ort (x, 2, —x3)
der Spiegelung von +¢q am Ort (zq, x4, x3).

Gp =q- (®1(Z, (Y1, ¥2,y3)) — q - P1(Z, (y1, 92 — ¥3))
(A4 E)G = —qd(Z — 7,) + q(F — 7_)=p(

8y

Bei einer punktformigen Ladung gilt

p4+(Z) = —¢6(Z — /1),
p_ (%) = qo (% — ij_),

lAd@L@n:q

Eine Punktladung gegeniiber einer geerdeten, leitenden Kugel wird durch folgende
Greensche Funktion beschrieben

oL 1 1 R 1
GM%w=—< BES 2 )
Ar\|Z-9g| |77 By
N—— y
q —_—
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2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

Mittels des Ansatzes

q 1 qd 1
d(7) = .
(@) dreg | T—  § | dmeg|F -  f§ |
auflerhalb innerhalb

¢ und ' wird so gewihlt, dass ®(|Z] = R) = 0

q 1 q 1
(I)(f) = PN —7 PN PN
Amey |an —yn | 4meg |zn—y'n |
N—— N———
_ 1 _ 1
ali— L7’ y’m’—:%m

wobei 7 dem Einheitsvektor in #-Richtung mit ¥ = 27 entspricht und 7’ dem
Einheitsvektor in §/— bzw. §' —Richtung.

/
q 1 q 1 !
d(r=R) = =0.
( ) 47T60R|/ﬁ—%ﬁ/| 47T60y/’ﬁ/—ﬂ,ﬁ|
Yy
Dies ist fiir

«_ d L y_R
R Y R

Y, _ R
q R yq

, R
Yy =—

Y

erfiillt. Literatur: Green Funktion und Anwendung in ED; |[6]

2.8.8 Separationslosungen der Helmholtzgleichung

Auch bei der Helmholtzgleichung erlaubt es die Methode der Trennung der Varia-
blen, zu einfacheren DGL zu gelangen. Es wird das Dirichlet-Problem

(A+EHU@E) =0

in D mit U(Z) = ¢(Z) auf 9D behandelt. Welche Koordinaten verwendet werden,
héngt von der Geometrie des Problems ab.

Kartesische Koordinaten

Handelt es sich bei D etwa um einen Quader im R3, so wahlt man natiirlich karte-
sische Koordinaten (x,y, z). Die DGL lautet somit

o R L, o
(a?%ﬁa“’“z) v
r Y z
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Mit dem Separationsansatz U(Z) = X (2)Y (y)Z(z) folgt nach Division durch XY Z

x" vy g )
— +—4+—=+Ek" =0 2.62
X + Y + Z + ( )

Da die Summanden konstant sein miissen, erhédlt man drei gewShnliche DGL

Xl/ Y// Z//
7+k%=o, 7+k§:0, 7+k§:0, (2.63)

wobei offenbar gilt
k2 = ki + k3 + k3.

Die Losungen sind vom Typ

X(z) = aysin(kyz) + ay cos(kiz),
Y(y) = by sin(kay) + by cos(kay),
Z(z) = ¢y sin(ksz) + by cos(k3z).

Die Randbedingungen auf den Wéanden des Quaders liefern die Bedingungen fiir die
A1y ..,Coy k1, ko, k3. Mit der zusétzlichen Annahme, dass ¢(Z) = 0 ist, folgt
nm nm nm

by =0 k=T gy =T
1 lla 2 l2> 3 l3

Schwingung einer kreisférmigen Membran

Fiir die Schwingungsamplitude einer kreisformigen Membran mit dem Radius R gilt
die Helmholtzgleichung im R?

19 (9U\  19°U
S (ro- )+ 55 +kU=0, 0<r<R, keR (2.64)
r or or r 8@

Die Membran sei am Rand kreisférmig eingespannt U(R,¢) = 0. Ebenfalls muss
U(r,p + 2m) = U(r, ) erfiillt sein. Der Separationsansatz U(r,¢) = V(r) - ()

fihrt zu 4 ( dv) ,
e \Tar) 20
% + T +k“r® = 0.
~

Fiir ® ergibt sich die gewohnliche DGL
" 4170 =0

mit der Losung
® = C, cos(np) + D, sin(ny), neN,

mit v = n € Ny damit ®(¢) = ®(p + 27) erfiillt ist. Die gewohnliche DGL fiir V/
lautet dann

2
— <r> - %V +EV =0, V(R)=0. (2.65)
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Mit der Substitution p = kr erhélt man mit Z(p) = V (kr)

2
Z"(p) + ;Z/(p) - (1 - ”2> Z(p) =0, neN,g. (2.66)

Dies ist eine Besselsche DGL mit Index n mit der allgemeinen Losung
Vn(r> = Aan(k‘T) + BnNn(kT)

mit der am Ursprung reguliren BESSEL-FUNKTION J,,(kr) und der am Ursprung
singuldren NEUMANN-FUNKTION N,,(kr). Da wir uns fiir Losungen fiir 0 < r < R
interessieren, muss B = 0 sein

Vn(r> - Aan(k:T')
Wird noch die Randbedingung V' (R) = 0 beriicksichtigt, erhdlt man
Jpo(ER) = 0.

Wym (m € N) sei die m-te Nullstelle der Bessel-Funktion J,,, so erfiillt k& die Bedin-
gung

w
k=",
R
Man erhélt folgende Eigenschwingungen des homogenen Randwertproblems

Unm

Beispiel: Im folgenden werden nun einige spezielle Eigenschwingungen betrach-
tet. Diese treten nur unter besonderen Anfangsbedingungen auf. n ist die Zahl der
Knoten im Azimuthwinkel ¢, fiir n = 0 gibt es also keinen Winkel, bei dem die Mem-
bran in Ruhe bleibt. Je nachdem, wie die Membran angeschlagen wird, ergeben sich
Bereiche, in denen die Membran Knoten aufweist.

SPOOF
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Kugelsymmetrische Probleme

Die Helmholtz-Gleichung in Kugelkoordinaten lautet

10 /,0 1 9 /. 0 1 8,
S (S T O— )+ — T k2 Ur 9, 0) = 0.
[7‘2 or <r 87’) " % sing 0V (sm 319) " r sin2198g02 " (r.9.¢)

A
(2.67)
Der Separationsansatz U(r, 9, ¢) = R(r) - Y (9, ¢) fihrt zu
9 (win 90 1 &
(r*R' mmvon (Sn055Y) + sin219872Y 22—
=+ v r*=0.
—n
Die Gleichung fiir Y (6, ¢)
Lo (a9 2Yy L 0 v =0 (2.68)
— [ sind— ——— = .
sin 9 OV 09 sin2 9 8()02 H s

vereinfacht man durch eine weitere Trennung der Variablen Y (1, ¢) = 0(9)®(¢)

2 (sind - 0'(9)) 3" ()
sin 922 + psin? 9 + —2 = 0.
0(0) g ()
2
Die Losung von
" +12p =0 (2.69)

ist somit
b(p)=e"? , m=veZ

Die Einschrénkung auf m € Z ist wegen ®(p + 2m) = ®(¢) erforderlich. Die Glei-
chung fiir ©(0)

129 (sind - 6') + (u— m” >0(19) =0 (2.70)

sin sin”
wird mittels P(z = cosf) = ©(0) umgeformt. Aus

4 _drd 9

dd d¥dr dx
folgt fiir ([2.70))

/
((1—;;;2)13’) — M P+puP=0, +zel-1,+1], meZ
1
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Diese Gleichung hat singuldre Punkte bei x = £1. Wir erhalten aber selbst fiir x =
+1 regulére Losungen, wenn = [(I+1) und m € {—I,—l+1,--- ;I = 1,1}, l € N,.
Hieraus erhédlt man die verallgemeinerte Legendre-Gleichung

2

((1 - xa) Pz’,m)' n (zu +1)— 111;2) P, =0. (2.71)

Speziell fiir m = 0 ist dies die Legendre-DGL

((1 — x2)P[>/ +1(1+1)P =0. (2.72)

Die bei = +1 beschriankte Losung Pj(z) der Legendre DGL heiflt LEGENDRE-
PoLynom

k Qk)' x
F(1)=1. 2.73
lz l—2k (l—k)!k:!’ (1) (2.73)
mit
12 % ,1 gerade
2 Z_Tl ,l ungerade

Fiir m # 0 heiRen die bei * = 1 beschréinkten Losungen P;"(x) der verallgemei-
nerten Legendre-Gleichung ASSOZIIERTE LEGENDRE-POLYNOME

dm
(@) = (1=2)% 20 P(n), 1eNy, me{01,...1}

und (- m)!
m(z+m)iplm(x>'

B (@) = (~1)

Fiir die Ortogonalitét gilt

1
/le(x)PlT/n((E)dl’ = %il((l_Tn))i(sll/.
21

Formel von Rodriguez

Py = L4 2y (2.74)
: B 21 dat '
also
PO(x) = 17
Pl(x) =z,
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Es gilt die Orthogonalitétsrelation
1
2
H(.’I})Pl/(l')d]} = 2174_1(5”/.
-1
Legendre-Polynome bilden einen vollsténdigen Satz orthogonaler Funktionen. Dar-

aus folgt, dass jede Funktion f(z) fir € [-1, 1] nach den Pj(z) entwickelt werden
kann.

fl@)=> AP(z)
=0

mit Koeffizienten

2041
A =200 [ f@)Pa)ds
-1
Beispiel:
+1 firz <0
x) =sgn(z) =
f(@) = sen(e) {—1 fir x > 0
ist somit die Vorzeichenfunktion.
1 0
2041
A =202 [ A@) do - [ Rio) do
0 -1
. . ungerades . ungerade .
Py(x) ist fir eine Funktion von x.
gerades gerade

4 - (20+1) fol P/(x)dx 1 ungerade
"o ,1 gerade

Die Auswertung mithilfe von (2.74)) ergibt
-1
1\ 2 2+ -2)!
a= (1) Ernea

G
3 7 11
f(z) = §P1(96) - gpg(w) + EPE’(x) +....
Definition: Die Funktionen
Y = (-1 P 2.
(0, ) = (1) \/ (1 + m)! ) (cos ¥)e (2.75)

mit [ € Ng, m e {—l,—l+1,...,1l}, 9 €[0,7], ¢ € [0,27] heifen KUGELFLACHEN-
FUNKTION. Sie 16sen die Eigenwertgleichung

V" (0, 0) = =11+ )Y (0, ¢).

1 o L9 (e
9 (nol
sin9 92 sino oo " 99
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Beispiel:

Orthogonalitat:

0

Vollstandigkeit:

[e%) l
> (W,

=0 m=—1

90/))* }/lm(ﬁv 90) =

2.8 Helmholtz-Gleichung und Potentialtheorie

27
/ ) / dipsin ) (V" (9, 0))" Y3 (9, 0) = 6,0
0

Atomphysik: s- und p-Orbitale

1
s=Y, = _—47r
1 1 1 3 . . .
Py = _E (Y1 -Y] ) = = sindcosy (x in Kugelkoordinaten)
! (Yl Y*l) 2 sindsing (v in Kugelkoordinaten)
= — =4/ — sin¥sin in Kugelkoordinaten
py \/52 1 1 A7 ¥ y g

3
p, =Y = \/ = cos? (z in Kugelkoordinaten)
™

Graphische Veranschaulichung:

S-Orbital

Px-Orbital

5(0 — )
sin ¥

vy = \/i cos v, Ylil = Fy/ isinﬁeiw
4 8w

/
mm

(e —¢') =d8(Q -9

Py-Orbital

x

Pz-Orbital
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2 Partielle Differentialgleichungen

Die Radialgleichung (resultierend aus der sphéarischen Helmholtz-Gl.)
Wird berticksichtigt, dass p = I(I + 1), folgt daraus
(ﬁR’)' + (k:2r2 1+ 1)) R=0, mitleN, (2.76)
Fiir £ = 0 lautet die bei r = 0 reguldre Losung der Radialgleichung
R(r)=ar', acR.
Die bei r = 0 singuléare Losung lautet
R(r) = b~ (D).

Fiir k& # 0 lasst sich diese Gleichung mit der Substitution y(z) = \/zR(z) mit z = kr
zur Besselschen DGL

——|ylx)=0 (2.77)

umformen. Mit der SPHARISCHEN BESSELFUNKTION

10) = | @

lautet die bei r = 0 reguldre Fundamentallosung R(r) = j;(kr). Ihr bei r = 0
singuldres Pendant ist die SPHARISCHE NEUMANNFUNKTION

T
m(x) =4/ 5Ny (2).
Fiir reelle x gilt

jl<x>=<—x>l<ii)2<sﬁ$> und m(x)z—(—x)l(;jfc)l(“;x).

Die allgemeine sphérische Losung léasst sich schreiben als

9] l

U(rd,0) =Y > (Audi(kr) + By (kr)) Y™ (9,9)  mit Ay, By, € R.
=0 m=—1
(2.78)

112



2.9 Parabolische Differentialgleichungen

Problemstellung eines Randwertproblems
Gesucht ist die Losung U (r, ¥, ) fiir 0 < r < R mit der Randbedingung
U(r = R,9,¢) = 0. (2.79)
1. ny(kr) ist bei r = 0 singulér. Daraus folgt By, =0, VI, m.

2. X sei die n-te Nullstelle von j; : 7;(x,;) = 0. Daraus folgt, dass j; (an%)
(2.76) 16st, mit der Randbedingung (2.79). k = Xg sind die Eigenwerte des

Problems.

3. Allgemeine Losung:

00 l 00
U(T,ﬂ, 90) = Z Z Zanmjl (an%) Yzm(ﬁa 90)

=0 m=—In=1 P
= nlm(rvﬁ#’)

Fiir [ = 0 sind dies nur rein radiale Eigenschwingungen

sin (an%) 1
an}% \/E

Un,O,O = Nn,O,O

2.9 Parabolische Differentialgleichungen

Dieser Typus von DGL tritt bei Problemen auf, die mit Wérmeleitung und Dif-
fusion zusammenhéngen. Die Ereignisse aus der Theorie der Warmeleitungsglei-
chung lassen sich unmittelbar auf die Diffusionsgleichung tibertragen. Aber auch die
Schrédinger-Gleichung der Quantentheorie ist von diesem Typ.

2.9.1 Die Warmeleitungsgleichung
Siehe Kapitel fiir den 1D Fall. Fiir den 3-dimensionalen Fall erhélt man

T,(Z,t) — o> AT(Z,t) = f(Z, 1) (2.80)
mit
a= % : Temperaturleitfahigkeit
c : spezifische Warmekapazitét
P : Massendichte
k : Wérmeleitfahigkeit
f= \I}(j)’t), mit ¥ (Z,t):

Dichte der durch Warmequellen (elektrische Strome, chemische Reaktionen) zugefithrten W
Pro Zeiteinheit wird dem Volumenelement dV die Warmemenge dQ = V(&Z,t)dV
zugefiihrt. In Gleichung wurde angenommen, dass k, ¢, p konstant sind (dies
entspricht einem homogenen Korper).
Analoge mathematische Struktur:
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2 Partielle Differentialgleichungen

Diffusionsgleichung
Die Diffusionsgleichung
Ut(*fa t) - DAU(:a t) = g(fa t)

ist analog aufgebaut mit
v(Z,t) : Konzentration
D : Diffusionskoeffizient
g(Z,t) : Mak fiir zugefiihrte Stoffmenge

Anfangsbedingung

Als Anfangsbedingung ist die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢t = 0 vorgebbar.
Eine zusétzliche Anfangsbedingung kann nicht gestellt werden.

Verschiedene Randbedingungen

1) CAUCHY-PROBLEM entspricht unendlichem Raum ohne Randbedingungen.

2) Unendlicher oder endlicher Bereich D mit Grenzfliche 0D. Die Randbedin-
gung lautet

_gi = —ﬁ§T = k(Z,t) (T(Z,t) — 7(Z,t)) , Z€aD.
n

k(Z,t) : Wirmeleitfihigkeit der Wand, welche das Innere und Aufkere von D trennt
T(Z,t) :Innentemperatur
(Z,t) : Aubentemperatur

: nach aufen weisender Normalenvektor

Spezialfille

i Kk — oo Hier hat man es mit einer sehr gut leitenden Wand zu tun. Der
Ausdruck T — 7 verschwindet. Am Rand von D wird die Aulentemperatur
angenommen. In diesem Fall spricht man von der Randbedingung 1. Art (Di-
richlet):

T(Z,t) = 7(&,t), fiir © € dD.

ii kK — 0 Bei einer perfekten Isolierung liegt die Randbedingung 2. Art (Neu-
mann) vor:

or

%‘feaD: 0.
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2.9 Parabolische Differentialgleichungen

2.9.2 Losung der Warmeleitungsgleichung
A Cauchy-Problem

Es wird von der inhomogenen Gleichung

T, — *AT = f(Z,t), T€R® (2.81)
mit der homogenen Anfangsbedingung 7T'(Z,0) = 0 ausgegangen. Hierfir kon-
struiert man die Green Funktion zum Differentialoperator 0, — @’ mit der
Bestimmungsgleichung

G, — a’0,G =63 (F — §)0(t —t), mit ty > 0.
Sei U(Z,,t,ty) beziiglich Z,t Losung der homogenen Gleichung
U, —d®’AU =0

mit der Anfangsbedingung U(t = ty) = 5@ (Z — ¢). Dann ist

G(f7 ga t? tO) = G(t - tO)G(tO)U(fv ?jﬂ t7 t[))

fiir t5 > 0 die Green Funktion der Warmeleitungsgleichung.

Beweis:

Gy — a*0,G = 3(t — tg)U(Z, 7, t,tg) + Ot — t)O () (U; — a” AU)
=0

5(t - tO)Q(t)U(f) _" ta tO)
5(t — to)s (&, 4), fiir tg > 0.

Die Losung der inhomogenen Wiarmeleitungsgleichung lautet somit
¢
To@0) = [ [U@ 560Gy, i
0 R3

Sie erfiillt die Anfangsbedingung Tj,,(Z,0) = 0. Es bleibt U(Z, ¢, t,T) zu berechnen.
Z,y,

T
Translationsinvarianz in Raum und positiver Zeit ergibt U(Z, ¢, t,7) = W(Z — ¢, t —

to). Somit erfiillt W (&, t)

W,—a> AW =0, mitW(z0) = ). (2.82)
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2 Partielle Differentialgleichungen

Fouriertransformation von W (Z,t)

W(Z,t) = (27) / AR, £)e* B
R3
PR32 = 0=W,—a* AW
— (2m)7 / (A + (ah)2 )k mit k= [F]
R3

= ;A(E, t) + (ak)>A(k,t) = 0

mit Losung:

7 T fa2k2t
A(k,t) = B(k)a
B(k) wird durch die Anfangsbedingung W (Z,0) = 5@ (Z) bestimmt.

Njw

W(,0) = (2m) 3 / AR, 00 Pk = (21)72 [ BE)FE P
R? R?

5(3) (f)
1

= B(k)

Jetzt konnen wir W (&, t) durch Riicktransformation berechnen:

2,2 o
W(Z,t) = (2m) " / e VR B,
RS

Ziel ist die Transformation in ein Gaufs’sches Integral durch quadratische Ergédnzung
im Exponenten

2,2 .
Wit = 2o ] / Kt g,

2

5 (ki)
_<27r>_3H/e T 242 4a2tdkj
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2.9 Parabolische Differentialgleichungen

Interpretation

1
(25

1
(ZW

3 X2
) @ 42

3 _®
) @ 4%05

mit a = 1 W (Z,t) beschreibt ein Gauf’sches Wellenpaket, welches sich mit wach-
sendem ¢ verbreitert. Dies entspricht einem Temperaturverhalten nach dem Wirken

einer Warmequelle im Ursprung zur Zeit t.

1 3 _ <:§—y*)2
e 4a” (t—tg)

U(Z,7,t,t) = (m

und damit

_ _@—9?

3 t
T (Z,1) = (2;\/7?) / (t—7)" / e 40’ f(f, 7)dV,dr

0 R3

njw

Alternatives Problem mit dhnlicher Mathematik
Ausgangspunkt ist die homogene Warmeleitungsgleichung

T,—-a*AT=0 ,7eR®

(2.83)

mit inhomogener Anfangsbedingung 7'(Z,0) = ¢(&). Es wird nun behauptet, dass

die Losung lautet

Toom (2.1) = / U@, y.t,0)()dV,

Beweis:

0
aThom —al Thom =
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2 Partielle Differentialgleichungen

mit Anfangsbedingung:
Thom = /U(‘fv v,0, 0) @(g)d% = @(f)
———

3 =
R =P @)

. 1\ [ oiept
Thom(x7t) = < > /6 da”t @(y)d‘/y (284)
3

2a+/7t

R
Die Superposition von T}, (2.83) und T, (2.84)
T =T+ Thom
16st das allgemeine Cauchy-Problem:

T,—a* At=f(Z,t) mit AB T(Z,0) = ¢(Z).

Beispiel: Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen
hz
ih 0,¥(Z,t) + o AY(Z,t) =0 mit AB ¥(Z,0) = ¢(Z)

Daraus erhélt man das Wellenpaket, das sich im Laufe der Zeit verbreitert

3
1 G0’
L e~ )
2y/ 5Tt o3

Warmeleitung in beschrankten Gebieten
Problemstellung;:
T,—a> AT =0 (2.85)
a) homogene Gleichung mit homogener Losung
mit Anfangsbedingung: T'(%,0) = (%) fiir £ € D
und Randbedingung: T'(Z,t) = 0 fir ¥ € 9D
Ansatz:

T(%.1) = X(2) - O(1)

G} 9 AX
2.79 —=a"—
- 6 "X
~—
=—A
Neue Differentialgleichungen:
AX+XX=0 fir €D (2.86)
mit Randbedingung: X = 0 auf 0D.
O+a*X0 =0 (2.87)

Gleichung ([2.86) hat eine dhnliche Struktur wie die Helmholtz-Gleichung fiir
ein beschrinktes Gebiet D mit Rand dD.

118



2.9 Parabolische Differentialgleichungen

Satz: (ohne Beweis):
Es sei D ein beschrinktes Gebiet im R® mit glatter Randfliche 0D. Zum
Eigenwert-Problem

AX +AX =0

in D mit X = 0 auf &D gibt es eine positive wachsende Folge {\,,},en € RT
mit lim,,_, o A,, = oo und ein zugehoriges unendliches vollstandiges Orthonor-
malsystem {X,,} von Eigenfunktionerﬁﬂ

Wir wissen bereits: Gleichung (2.87) hat die Losung
2
0,(t)=A,e ™ neN

falls A = A,,. Die allgemeine Losung von ([2.79)) lautet
o 2
Thom(fa t) = Z Aan(f)eia At
n=1

Mit der Anfangsbedingung

o0

Thom(fv 0) = ZAan(f) ; @(f)

n=1

Bestimmung der A,,’s:

b) Inhomogene Gleichung mit homogenen Randbedingung
Problemstellung:
T,—a* AT = f(Z,t) inD
mit 7(Z,0) =0 in D und T'(Z,t) = 0 auf 9D.
Green Funktion fir ¢ > 0:

G(&,5,t,7) = ©(t = 1)O(1) Y X, (&)X (e 7
n=1

U(Z,7,t,7)
denn
> 2
U, -a?AU=Y" (faz)\n + a2)\n> X, (B) X (e M)
n=1 -~
=0
=0

?Beweis in Fischer und Kaul, Mathe. fiir Physik 2, §15
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2 Partielle Differentialgleichungen

und
Ullier = > X (@) X5(5) = 0¥(@ - §),
n=1

da die {X,,} ein vollstdndiges Orthonormalsystem bilden.

00 t

S x,(@) [ dr [ dv,xi@e T (g 7)
[*]

n=1 0

!
3
—~
\.Hl
~
~
|

¢) Inhomogene Gleichung mit inhomogenen Randbedingung
Problemstellung:
T,—a® AT = f(Z,t) inD (2.88)

mit T'(Z,0) = ¢(Z) in D und T'(Z,t) = p(Z,t) auf 9D.
Ziel: Abbildung dieses Problems auf (a) und (b).
Ansatz: w(Z,t) ist beliebige hinreichend reguldre Funktion in D.

w(Z,t) = p(z,t) auf 0D

T(Z,t) = w(Z,t) + v(Z, 1)

Diese Fkt. geben wir vor.  Diese Fkt. miissen wir noch bestimmen.

Aus (2.88)) folgt die Problemstellung fiir v:

v, —a? Av = f(Z,t)

mit
f(@ 1) = f(@,t) —w, +a” Aw,
v(Z,0) = §(7)
mit
P(T) == ¢(7) — w(Z,0)
und

v(Z,t) =0 auf OD.
Somit ldsst sich v(Z,t) mit einer Kombination von (a) und (b) ermitteln:

U(fa t) = Uin(fa t) + Uh(fa t)

Temperaturwellen
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2.9 Parabolische Differentialgleichungen

Problemstellung: Wie pflanzen sich tégliche und jahrliche Temperaturschwankungen

in den Erdboden fort?

x = 0: Erdoberfliache

0 < x < oo: Erdinnere

Bestimmende Gleichung: Warmeleitungsgleichung in 1D

Tt—QQTmzo fir 0 <z <o
Annahme: Periodische Temperaturschwankungen auf der Erdoberflache
T(0,t) = Acos(wt) , A€R
Vorgehensweise:
Wiihle als Ansatz die komplexe Funktion w(z,t) mit w(0,¢) = Ae™" und
T(x,t) = Rew(z,1t).

Dadurch wird das Problem mathematisch einfacher.

Ansatz:

Einsetzen in ([2.89) ergibt

1
O[2 = 72/8
a
Einsetzen in (2.90))
C=A4,p

Daraus folgt

o5 ()

Fir w(z,t) folgt
w(z,t) = Ae \/Txﬂ(wtir )

+: exponentielles Anwachsen von 7" im Erdboden (unphysikalisch)
—: exponentielles Abfallen von 7" im Erdboden (physikalisch)

T(z,t) = Ae V 202" cos (wt - w2:p>

2a

Physikalische Konsequenzen:

e Exponentielle Abnahme der Amplitude mit der Eindringtiefe.

(2.89)

(2.90)
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2 Partielle Differentialgleichungen

e Langsame Schwankungen (kleine w) dringen um den Faktor \/w tiefer ein.

e Temperaturmaxima im Erdinnern sind gegeniiber den Maxima an der Ober-

fliche um At = 5 Lz verzogert.
wa

Bemerkung: Gleichung ([2.90)) ist der grofse Unterschied zwischen den Temperatur-
wellen und der 1D Wirmegleichung wie wir sie in Kapitel 2.6 besprochen haben.
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3 Mathematischer Anhang

3.1 Partielles Differnzieren und das totale Differenzial
Partielles Differenzieren bei einer Funktion von mehreren Variablen:

Bei einer Funktion y = f(xq, 9, ..., ,), die von n unabhéngigen Variablen x1, s, ..., z,
abhéngt, lassen sich insgesamt n € N PARTIELLE ABLEITUNGEN 1. ORDNUNG bil-
den.

Vorgehensweise:

(i) Iny = f(xy,29,...,x,) werden zunéchst alle unabhéngigen Variablen bis auf
die Differentiationsvariable als KONSTANTE GROSSEN, also als PARAMETER
betrachtet.

(ii) Die gegebene Funktion erscheint nun als eine Funktion von EINER VARIABLEN
und wird nach dieser Variablen differenziert. Dies ist die PARTIELLE ABLEI-
TUNG 1. ORDNUNG
Schreibweise:

Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Sei
= f($7y)
mit
z = z(t), y=yt), (t1<t<ty)
= z=[f(z@),y()) = F(t) (ty <t <tp)

z heillt ZUSAMMENGESETZTE oder VERKETTETE FUNKTION dieses Parameters. Die
Ableitung von z nach ¢ bestimmt sich zu

dz Ozdxr Ozdy

at " ovdt aydr
Totales oder vollstindiges Differential

einer Funktion z = f(z,y) von zwei unabhéngigen Variablen:

0 0
df = fpdr + f,dy = a—idﬂs + ajycdy
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3 Mathematischer Anhang

Geometrische Deutung:

Anderung der Hohenkoordinate auf der im Beriihrungspunkt P = (x, %0, 29) er-
richteten Tangentialebene.

3.2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Definition: Eine in x5 und in einer gewissen Umgebung von z, definierte Funktion
y = f(z) heit an der Stelle zy STETIG, wenn der Grenzwert der Funktion an dieser
Stelle existiert und mit dem dortigen Funktionswert {ibereinstimmt:

Jim f(z) = f(zo)

Definition: Eine Funktion y = f(x) heift an der Stelle © = z(y DIFFERENZIERBAR,

wenn der Grenzwert
im DY oy (@) + Az — fla)

Az—0 Az o Az—0 Az

existiert.

3.3 Normaxiome
1.) || u ||> 0 (Nichtnegativitit)
|| w||= 0 genau dann, wenn u = 0 (Eindeutigkeit)

)
2.)
3.) || Au ||l=] M| w || (Skalierung)
4.)

| u+v||<||ul + || v| (Dreiecksungleichung)

3.4 Lineare Algebra

Definition einer reellen Matrix:

air 0 Qg
A= : : m Zeilen a;, € R
Am1 °° Opn
n Spalten

Definition der transponierten Matrix A"

T
Aip, = Oy

Vertauschung von Zeilen und Spalten
(Ah)" =4
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3.4 Lineare Algebra

Definition einer Dreiecksmatrix:

Fine n-reihige, quadratische Matrix wird als Dreiecksmatrix bezeichnet, wenn alle
Elemente ober- ODER unterhalb der Hauptdiagonalen verschwinden, also

ay - - 0

nn
Definition einer symmetrischen Matrix:
A = (a;;,) heifft symmetrisch falls

a;, = ay; Vi, k

Rechenoperationen von Matrizen

1. Addition:
C=A+B=(cy)

mit Cil. = Qk + blk
2. Multiplikation mit einem Skalar:

M = Mag) = (A~ ai)

3. Multiplikation vom Matrizen:
A = (a;,) sei Matrix vom Typ (m,n)
B = (b;,) sei Matrix vom Typ (n,p)

C=A B=(cy) mit ¢;, = Z%‘bﬂf
j=1

Achtung: nur moglich, wenn die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B
iibereinstimmt

Rechenregeln:

A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz)

A(B + C) = AB + AC (Distributivgesetz)

(A+ B)C = AC + BC
(AB)" = BTA"
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3 Mathematischer Anhang

Determinanten

Determinanten einer 2-reihigen, quadratischen Matrix A = (a;;)

ajp Qg

det(4) = g1  Go9

= Q711092 — A12G2]

Determinanten einer 3-reihigen, quadratischen Matrix A = (a;;,)
aj; G2 G313
det(A) = |ag; a9 ag
a31 azz Qas3
= 011022033 T Q12093031 + 13021032 — Q13022031 — (11023032 — A12021033
Laplacescher Entwicklungssatz

Eine 3-reihige Determinante lasst sich nach jeder der drei Zeilen oder Spalten, wie
folgt entwickeln:

e Entwicklung nach der i-ten Zeile
3
D =det(A) =) ayAy (i=1,2,3)
k=1
e Entwicklung nach der k-ten Spalte

3
D= det(A) = ZaikAik (k = 17 2a 3)
i=1

Ay = (—1)”’“Dik: ALGEBRAISCHES KOMPLEMENT von a;;, in D
D;;.: 2-reihige Unterdeterminante von D (in D wird die i-te Zeile und k-te Spalte
gestrichen).

Beispiel:
Qg1 Q22

D3 =
as; G332

= Q91032 — A220G3]

Determinanten n-ter Ordnung

Definition: Der Wert einer n-reihigen Determinante D = det A wird rekursiv nach
der Entwicklungsformel

k=1

berechnet (Entwicklung nach i-ter Zeile). Eine Entwicklung nach der k-ten Spalte
ist ebenfalls moglich.
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3.4 Lineare Algebra

Rechenregeln

. Der Wert einer Determinante dndert sich NICHT, wenn Zeilen und Spalten
miteinander vertauscht werden, d.h. det AT = det A.

. Bei Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) &ndert eine Determinante ihr
Vorzeichen.

. Werden die Elemente einer bel. Zeile (oder Spalte) mit A € R multipliziert, so
multipliziert sich die Determinante mit A.

. Eine Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie mindestens eine der fol-
genden Eigenschaften erfillt:

a) ALLE Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null.

b) Zwei Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional.

c) Eine Zeile (oder Spalte) ist als Linearkombination der iibrigen Zeilen

(oder Spalten) darstellbar.

. Der Wert einer Determinante dndert sich NICHT, wenn man zu einer Zeile
(oder Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (bzw. Spalte) hinzu
addiert.

. det(A-B) = (det A) - (det B)

. Die Determinante einer n-reihigen Dreiecksmatrix A besitzt den Wert det A =

Q110922 * "+ Qpp.

Definition:

det A # 0 = A heifst REGULAR
det A = 0 = A heilit SINGULAR

Inverse Matrix:

EURR T e

~ det A

in Ann

Ay = (—1)”’1‘C - Dji: ALGEBRAISCHES KOMPLEMENT

D;;: (n — 1)-reihige Unterdeterminante von det A (Streichung von i-ter Zeile und

k-ter Spalte)
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3 Mathematischer Anhang

Definition: A heift ORTHOGONAL, wenn A7 = A™".
Eigenschaften von orthogonalen Matrizen:

1. Die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix A bilden ein or-
thonormiertes System.

2. det A = =1
3. A- B ist orthogonal, falls A und B orthogonal sind.
Uber das Losungsverhalten eines linearen (m, n)-Systems Az = c:
1. Ein lineares (m, n)-System ist nur 16sbar, wenn A und (A | ¢) ranggleich sind:
RgA=Rg(A|c)=r

Der RANG EINER MATRIX A ist die hochste Ordnung r aller von Null ver-
schiedenen Unterdeterminanten von A.

2. Im Falle der Losbarkeit gilt:
(a) r=n = genau eine Losung

(b) r <n = unendlich viele Losungen mit n — r freien Parametern
Cramersche Regel

Ein lineares (n, n)-System AZ = ¢ mit reguldrer Koeffizientenmatrix A besitzt die
EINDEUTIG bestimmte Losung

D.
=2 (i=12...n)

mit D = det A # 0 und
D;: Hilfsdeterminante von D, in dem man die i-te Spalte durch c ersetzt.

Definition: Komplex konjugierte Matrix A* = (aj;) zu A = (a;;)
Definition: hermitesche Matrix AT =A

Definition: schiefhermitesche Matrix AT =-A
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3.4 Lineare Algebra

Definition: unitire Matrix A - AT =F

Eigenschaften einer unitdren Matrix

1. At=4"" (per Definition)
2. |detA|=1=detA#0= A ist stets regulér, d.h. A~ existiert immer.
3. Im Reellen: unitdare Matrix = orthogonale Matrix

4. Die Inverse einer unitaren Matrix ist ebenso wie das Produkt unitarer Matrizen
wiederum eine unitare Matrix.

Eigenwerte und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix

Ziel: 16se
Ar =

>

z

bzw.
(A—\E)F =0
A: n-reihige (reelle oder komplexe) Matrix
E: n-reihige Einheitsmatrix
A: Eigenwert (EW) der Matrix A
Z: Eigenvektor (EV) der Matrix A zum Eigenwert A
A — \E: Charakteristische Matrix von A

1. (A— AE)Z = 0 ist nur dann nicht-trivial 16sbar, wenn det(4 — AE) = 0.

2. Der zum EW \; gehorige EV Z; ergibt sich als Losungsvektor des homogenen
linearen GLS
(A—NE)Z; = 0.

Er wird tiblicherweise in normierter Form angegeben.
Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenvektoren
1. Die Spur der Matrix A ist gleich der SUMME aller EW:
Sp(A) = A + XA+ -+ A,
2. Die Determinante von A ist gleich dem PRODUKT aller EW

detA:Al)\Q"')\n

3. Sind alle EW voneinander verschieden, so gehdrt zu jedem EW genau EIN
linear unabhéngiger EV, der bis auf einen (beliebigen) konstanten Faktor ein-
deutig bestimmt ist.
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3 Mathematischer Anhang

4. Tritt ein EW dagegen k-fach auf, so gehdren hierzu MINDESTENS EIN, HOCHS-
TENS aber k linear unabhéngige EV.

5. Die zu verschiedenen EW gehérenden EV sind immer LINEAR UNABHANGIG.
Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix A = A"

1. Alle n EW sind reell.
2. Es gibt insgesamt genau n linear unabhéngige EV.

3. Zu jedem EINFACHEN EW gehort GENAU EIN LINEAR UNABHANGIGER EV| zu
jedem k-FACHEN EW dagegen genau k LINEAR UNABHANGIGE EV.

4. EV, die zu verschiedenen EW gehoren, sind ORTHOGONAL.
Eigenwerte und Eigenvektoren einer hermiteschen Matrix A = A

1. Alle n EW sind reell.
2. Es gibt insgesamt genau n linear unabhéngige EV.

3. Zu jedem einfachen EW gehort genau ein linear unabhéngiger EV, zu jedem
k-fachen EW gehoren dagegen stets k linear unabhéngige EV.

Lineare Abbildung und Ahnlichkeitstransformation

o _
T =Uzx

beschreibt eine Abbildung des Vektorraum X auf sich selbst (LINEARE ABBILDUNG).
U heifst LINEARER OPERATOR.
Wie verdndert sich die Matrixgleichung

AZ=0b
unter so einer Transformation auf neue Koordinaten?

AT =b— UAU ‘Uz = Ub
A/'f, _ I‘)’/

Bemerkung:
(i) Die Transformationsmatrix muss invertierbar sein.

(ii) Vektoren transformieren sich durch Multiplikation mit U.

(iii) Matrizen in den neuen Koordinaten A =vdv!
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3.4 Lineare Algebra
Wenn U UNITAR ist, so nennt man die Transformation eine AHNLICHKEITSTRANS-
FORMATION.
Diagonalisierung einer Matrix
Betrachte das Eigenwertproblem

(A= AE)T=0

mit EW A\;,--- /A, und EV v,...,7,
Annahme: \; € R und die EV 9; seien orthogonal und auf die Lange 1 normiert.
Definition: Fiir eine Matrix U aus den EV ¥ gilt

U= (1, ,0,) < U); = (),

= Jt J

TR
. . *; o 17;.172
=Uv=uU"=| ". g . | =E

—

=t
Uy, + Uy,

= U ist UNITAR. (Wenn alle EV reell sind, dann ist U sogar ORTHOGONALL.)

=A
= UTAU = A

U bringt A in Diagonalform. Aus UAU' = A folgt (A =D Al(Uz)l(Uj)m Man
kann also die Matrix A aus ihren EW und EV rekonstruieren (SPEKTRALZERLEGUNG
bzw. SPEKTRALDARSTELLUNG).
NORMALE Matrizen mit [A, AT] = 0 sind unitér diagonalisierbar. Manche Matrizen
sind auch nicht unitdr diagonalisierbar durch U TAfU = A. Andere Matrizen sind
iiberhaupt nicht diagonalisierbar.

Beispiel:

[

(3 2
- \-2 3
Das charakteristische Polynom hat die Losung

3-A -2 _ >
det<_2 3_>\>_(3)\) —4=0

= )\1:1 )\2:5
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3 Mathematischer Anhang

Bestimmungsgleichung fiir EV:

3-N -2 \.
<—2 3—A,;>”i_0

Normierung:

= Uberpriifung der Spektraldarstellung:

1 1 1
AT + ATy (T)n = 1 < %) 5 ( z
2 2

Definition: fiir das KREUZPRODUKT zweier Matrizen

a1 B a.B

AR B =

amlﬁ

A: (m, n) Matrix
B: (p, q) Matrix
Das Kreuzprodukt wird auch TENSORPRODUKT genannt.

Beispiel:
2
1 2 3
L)®G)-|:
6
0
0 o i
O’l«®o’y = <ay 0y> = i
1
Es gilt:

132



3.5 Vektoranalysis

Kriterien fiir die Losbarkeit eines homogenen, linearen (n, n)-Systems AZ = 0:

Homogenes (n, n)-System

AZ =0
det A#0 det A=0
(A ist REGULAR.) (A ist SINGULAR.)
Genau eine Losung: & =0 UNENDLICH viele Lésungen
(TRIVIALE LOSUNG) mit n — r Parametern

(darunter die TRIVIALE Losung.)

Definition: Unter dem RANG einer Matrix A, Rg(A) vom Typ (m, n) wird die
HOCHSTE Ordnung r aller von Null verschiedenen Unterdeterminanten von A ver-
standen.

Beispiel:
1 1 10
A=12 -1 1 3
1 -2 0 3
Hieraus folgt, dass der Rang r hochstens drei sein kann.
3-reihige Unterdeterminanten:

1 10 1 1 0 1 1 1 1 1
-1 1 3|=2 1 3|= -1 3/=12 -1 1/=0
-2 0 3 10 3 1 -1 3 1 =10
2-reihige Unterdeterminante:
1 3
’0 3‘_37&0
Hieraus folgt, dass der Rang von A gleich zwei ist.
3.5 Vektoranalysis
Gradient des Skalarfeldes &:
= 0P 00 0P

grad®(zy, xg, v3) = VO(21, 22, 23) = 616701 + 6287:752 + 6387%
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mit NABLA-OPERATOR
0 0 0

V == 6187351 +/€\267[E2 +€3871‘3 == 510931 + /6\28;52 +€36,,33

beschreibt Verédnderungen der Feldgrofie @.

Divergenz eines Vektorfeldes /Y(xl, To, T3)
divA =V A=
v v 8561 + 8£C2 + 85C3

ist eine skalare Grofie. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Maf fiir die Existenz
von Quellen oder Senken.

Laplace-Operator A
= Divergenz eines Gradienten

div grad® = V-V®=Ad

9? 9* 9
92 9z 9xk

Rotation eines Vektorfeldes ff(wl, To, T3)

2 3

3363 3361

8.%'1 8.%'2

Man nennt Vektorfelder mit nicht-verschwindender Rotation Wirbelfelder.

3.6 Distributionen und Greensche Funktionen

nach: Honerkamp und Romer, Klassische Theoretische Physik, Eine Einfiithrung
Betrachte stetige lineare Abb. auf Funktionsrdumen F'.

l:F—=C

mit
l(c1¢1 + cag2) = c1l(d1) + cal(@a) Vo, 09 € F, c1,c0€C

Moégliche Funktionsraume:

D: Raum der unendlich oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen mit kom-
paktem Tréger

J: Raum der unendlich oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen, die im
Unendlichen mit allen ihren Ableitungen stéirker als jede Potenz gegen Null geht.
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3.6 Distributionen und Greensche Funktionen

3.6.1 Distributionen

Beispiel: fiir stetige lineare Funktionale

(a)
um—/’dwwmw

—0o0
wobei f eine bestimmte stetige Funktion ist. Solche Funktionale heiffen RE-
GULAR.

(b)
6(¢) = ¢(0)

Dieses Funktional heifst d-Funktional.

Nicht jedes stetige lineare Funktional ist regulér von der Form (a). Es gilt aber:

Satz: (ohne Beweis)
Zu jedem stetigen linearen Funktional [ (auf D und J) gibt es eine Folge (f,,), n =
1,2, ... stetiger Funktionen, so dass

o0

l(¢) = lim dtf,(t)p(t) V¢ € D oder ¢ € J.

n—oo | _

Man schreibt formal

sz/wmmw@

—00

auch fiir NICHT-REGULARE Funktionale. In diesem Fall ist f(¢) nicht eine Funktion,
sondern eine DISTRIBUTION.

Das §-Funktional ist nicht reguldr. Eine zugehérige Funktion § miisste ndmlich vollig
auf den Punkt ¢ = 0 konzentriert sein und miisste andererseits

o0
/ dto(t) = 1
—0o0
erfiillen, was unmoglich ist.
Die §-Distribution ist definiert durch

/OO dté(t)p(t) = ¢(0) V¢ € D oder J.

—00

Folgen f,,(t) mit f,(t) — d(¢) im Sinne von Distributionen sind:

2
fn(t) = 1+22t2 fn(t) =ne "

1
- 2 .
L) =2 () g =1 @
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3 Mathematischer Anhang

Es gilt V£, (t)
/ df() =1, n>0

—00

Es sei l(¢) = [ dtf(t)¢(t) ein regulires Funktional mit stetig differenzierbarer Funk-
tion f. Dann ist auch das Funktional

V(g) = / dtf (1)(t)

regulédr, und partielle Integration ergibt
1) =~ [ s 0) = 1),

Definition: Fiir lineare stetige Funktionale (die reguldr oder nicht reguldr sein
kénnen) def. man eine Distributionsableitung I’ als

'(¢) = —1(¢)) V¢ € D oder J.

Beispiel:

explizit
[ st = [ aesws o) = -4 o)

Im Distributionssinne gilt:

o'(t) =6(t)
mit der Heaviside-Fkt.
0-{1 st
Beweis:
7 dte'(t)s(t) = — /oo dtO(t)¢'(t)
= - 7 dte'(t) = ¢(0) = 7 dtd(t)o(t)

Rechenregeln fiir die 9-Distribution

/ d18(t — to)(t) = b(t,)
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3.6 Distributionen und Greensche Funktionen

Sat) = ——6(1)

]
(gt = 3 s =)

wobei die t;s die Nullstellen von ¢ sind.

Aus der Umkehrformel der Fourier-Transformation folgt eine sehr niitzliche Darstel-
lung des d-Funktionals:

=5 [ " dwe™ ()

flo)= [t ()
1 00 00 . , 0
= )= o / ' / due™ 1) f(¢) = / dt's(t — ) F(t)
1 o0 . Yy
= 5(t—t,):27r/oodwew(t £
Daraus léasst sich Gl. (%) schon herleiten.
1 7 o 1 E o 1 si t—+
— [ dwe™*t) = lim /dwew(t ©) = lim 7—8111(71( ; )
2 n—oo 27 n—oo T t—t

Dirac-9-Distribution

Sei C*° der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Eine Distribution
ist grob gesprochen eine Abbildung C™° — R, etwas genauer ein lineares stetiges
Funktional. Sei f € C°, dann ist die Dirac—cS—Distributionerﬂ 05, [f] durch die Ab-
bildung

o0

[ f] = / dx f(2)5(x — 20) = f(z0) (3.1)

—0o0

In der physikalischen Literatur ist oft etwas ungenau von der Dirac-$\delta $-Funktion die Rede..
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3 Mathematischer Anhang

mit
0 fu
Oz —xg) = { ljr z 7 T (3.2)
oo fir z ==z
insbesondere gilt
/ dz 6z — ) = 1. (3.3)

Man kann 6(z) als Grenzwert von Funktionen erhalten. Verschiedene dquivalente
Beispiele sind:

0 fi .
d(z )—hmé(e)( ) =<, i fo] > 3
=0 < fir |z < §
11 -2
§(z) = lim —e 2
e—0 /2 €
1
§(r) = lim — — ‘
e—=0 T % 4 6
Integraldarstellung:
1 —ikx
) dk e . 34
@ =5 | (3.4

Die nachfolgenden Rechenregeln sind immer unter einem Integral zu verstehen:

z () =
d(z) =0(—x)
f()d(x —y) = f(y)d(z —y)
5az) = é’(s(x)
1 ! dg(x)
0(g(z)) = Oz —x;) mi To) =
D= 2 T e d =T

Man kann die §-Distribution als Ableitung der Heavyside-Funktion 6(z) auffassen:

6(z) = 0/ (x) (3.5)
1 fir >0

O(x) =< % fir =0 (3-6)
0 fir <0

Man kann auch Ableitungen der §-Distribution betrachten, indem man eine partielle
Integration durchfiihrt:

/dzxéfc—xo /dm&x—xo @)= —fm). (37
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3.6 Distributionen und Greensche Funktionen

Dies kann verallgemeinert werden zu

[e.o]

[ de 80 = m)f(@) = (10" ) wit fO0) = Tas@) (38)

—00

Verallgemeinerung auf drei Dimensionen:

§(Z = Tpy) = 8z — 20)0(y — Yo)d(2 — %) (3.9)
o1 Ji 81, p—ikd
5(7) = (2”)3_4 &Pr (3.10)

3.6.2 Green Funktion

Definition: Eine Distribution G(t,t'), die von einem Parameter ¢ abhéingt, heiRt
GREEN FUNKTION zu einem linearen Differentialoperator L, wenn im Distributi-
onssinne

LGt t)=6(t—1t)
gilt. Eine spezielle Lésung z,(t) der DGL Lz = h ist dann

Tep(t) = / h dt'G(t,th(t)

—00

Beweis:
Lag,(t) = / dt' LG(t,t)h(t")
—00
= / dt's(t —th(t') = h(t).
Beispiel:
4 d

Z,(t) sei Losung der homogenen GI.

Zy(t)+a(t)Z,y(t) +b(t)Z(t) =0
zu den Anfangswerten Z,/ (t") =0, Zt/ (') = 1. Dann ist

Gt,t) =0t —t)Z,(1)

Green Funktion zu L.
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Beweis:

= LGtt)=0@—t)LZ/(t)+6(t 1)

3.7 Satz von GaulB
/ A’-dﬁ:/ﬁ-ﬁdv (3.11)
v 1%
VvV cR? kompaktes Volumen mit stiickweise glattem Rand 0V

Beweis: (mit Einschrankung auf Quadergeometrie)

ay

ag by
/an‘T'dﬁ:/dﬁ/d’@ [A3(ry, 9, co) — Ag(ry, 79, ¢1)]
bl

b2 C
+/d7’2/d7”3 [A;(ag,72,73) — Aj(ay,72,73)]

by c1

+/dr3/dr1 [Ag(ry,bg,7m5) — Ag(ry,b1,73)]

0A; 0A, 0A
/drl/dr2/d7“3 W;Wi%ﬁ

A

3.8 Numerische Verfahren

nach [§], Vorlesungsskript CP
A Vorteile und Gefahren

Rechner sind endliche Maschinen und konnen daher nur diskrete Probleme
behandeln.
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3.8 Numerische Verfahren

u(z) sei eine Funktion, Az eine Schrittweite
uji=u(jAz) jeN oder Z

Es gibt drei iibliche Approximationen fiir die erste Ableitung %(] A x):

U — Uiq ]
Ry e A; (i)
Uiy — Ji ..
JTxJ (11)
Uiy — Ujq
A e A 2ij (iii)

Diese Approximationen folgen direkt aus der Taylor-Entwicklung von u(x).
(u(z) sei eine C*-Funktion.)

u(z + Az) = u(z) + /(@) Az + " (z)(Az)? + éu”/(w)(Am)s + O(Az?)

uw(z — Az) = u(z) — o (2) Az + —u"(2)(Az)? — 4" (2)(Lz)® + O(A?h)

= u(z) = N + O(Ax)
_u(r + Ar) — u(x)
= e + O(Ax)
~u(x A Ax;g;(x — Azx) +o(Ad?)

Fiir die zweite Ableitung gilt:

n, _ulx+ Ar) —2u(x) + u(r — Ax) 2
'(z) = G +0(A?)

Fiir die Funktion zweier Variablen u(z,t) wihlen wir eine Schrittweite in bei-
den Variablen:

uj = u(jAx,nAt) (n,j: beides Indezes)

ou, . uft -
= z.B. E(]Aﬂ:,nﬁt) =Ry + O(At)
Ou i ity = B Y | o(Ag)

ox Ax

Numerische Fehler

(i) Abschneidefehler: hingen mit O(Ax) etc. zusammen, akkumulieren sich

(ii) Rundungsfehler: Computer rechnet nur mit einer gewissen Anzahl von
Dezimalstellen (8 oder 16)
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B Numerische Verfahren zur Losung eines Systems von n gewodhnlichen DGL

142

1. Ordnung
i (@) = fla, i(x))
Vi (@) = ya(x)
5(x) = y3()

Betrachte zunéchst das einkomponentige Problem

Y (z) = [z, y(x)).
Diskretisierung von x:
x=x9+jh , €N
mit der Schrittweite der Iteration A.
Definition:

/

r;i=x0+jh oy i=ylzy) 5 Y= ?/,(%‘)
Einschrittverfahren:

Berechnung von y;; allein auf der Grundlage von yj.
(Beispiel: Euler- und Runge-Kutta-Verfahren)

Mehrschrittverfahren:

(z.B. Zweischritt ... ) Berechnung von y,,, auf der Basis von zwei zuvor be-
rechneten Stiitzstellen y; und y;_;.

Euler-Verfahren

Grundlage fast jeden Iterationsverfahrens ist die Taylorentwicklung

. hk (k) / h2 "
Yj+1 = Y :yj+hyj+?yj+'”

k=0

Waren alle Ableitungen bekannt, konnte man die DGL “exakt® iterieren. Man
kennt aber nur y; = f(x;,y;). Es entsteht ein Iterationsfehler der Ordnung

O(h?)
Y41 =Y; +hf(z;,y;) + O(n*)



3.8 Numerische Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren

(2. Ordnung)

Idee: Nahere die Steigung der Sekante von Stiitzstelle zu Stiitzstelle nicht wie
beim Euler-Verfahren durch die Tangente im linken Punkt, sondern nutze die
Steigung in der Mitte der beiden Stiitzstellen.

h h
Yjr1 =y; +hf (xj Tt Ut §f(l’ja yj)) +O(1%)
Die Iteration kostet mehr Zeit, dafiir skaliert der Fehler nur mit O(hg).

Veranschaulichung

Euler-Verfahren

R.-K.-Verfahren (2. Ordnung)

h

U
Tangent® e 23772
& e

R.-K.-Verfahren héherer Ordnung sind analog aber nicht eindeutig definiert,
d.h. es gibt eine Vielzahl solcher Néherungen.
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144

Beispiel: R.-K.-Verfahren 4. Ordnung

AR T T
mit kl :hf( 73/3)
h ky
kzzhf<l'j+2, y]+2>
h ko
= (24 50+ %)
k4 :hf (.’E]+h, y] +:I€3)

Fehlerschatzung (fiir das R.-K.-Verfahren)

Beispiel: Halbschrittverfahren
Vgl. einen ganzen Iterationsschritt y;,, = RKj(y;) mit zwei Halbschritten
G1 = REs (RE4 (1)),
A: Fehler von RK},(y;)
A: Fehler von RK 1, (y,))
2

Die Fehler bei einem R.-K.-Verfahren k-ter Ordnung skalieren wie th, d.h.
A~ ath, A ~2a (%)k+1 mit a als unbekannte Proportionalitdtskonstante.
Aus

v —g=0-b=a(l -2 =1 -2

folgt
_Y y]
12
Dadurch lasst sich der Fehler abschéatzen. Man kann z.B. fordern, dass bei
Uberschreitung eines vorgegebenen Maximalfehlers die Schrittweite halbiert

wird.

Anwendung auf physikalische Probleme

Beispiel: Iteration einer Planetenbewegung
Zwei Himmelskorper bewegen sich im R® im wechselseitigen Gravitationspo-

tential
Vir) = —qT"2,

r
Die Bewegungsgleichung fiir den Relativvektor ¥ = 7, — 7 lautet
mymyi(t)

:U'F(t) =9 3
r



3.8 Numerische Verfahren

mi1Mmo .
. als reduzierte Masse. "
r(t

Mathematisches Problem: F(t) =—g—%
T

mit p =

Beschrankung auf den R2, denn Bewegungen in Zentralpotentialen finden in
einer Ebene statt.

Vorgehensweise:

Fasse {7(t),7(t)} = {F(t),7(t)} als vierkomponentigen Vektor auf.

Euler-Zeichschritt:
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